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                          کتاب اول :نکته های واجب و ضروری       
                کتاب دوم: نکته های ویژۀ تسلط و تثبیت و مرور     

کتاب سوم :نکته های IQ و چالشی ویژۀ دانش آموزان مدارس برتر    

این نسل از کتابهای ریاضی میکرو که با وسواس خاصی تهیه شده، ترکیبی است از 3 کتاب با 3  استراتژی مختلف:
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A.Monsef.Shokri

M.Hosseyni.Fard

به جای نوشتن مقدمۀ طول و دراز و تشکر از فک و فامیل و ایل و تبار خودمان و دست اندرکاران کتاب بهتر است 

توضیحاتی کوتاه و مهم دربارۀ  ساخت و بافت این کتاب ارائه کنم :

این کتاب دارای سه تیپ نکته است

نکته های سبز این نکته ها  که با مشخص شده است برای همۀ دانش آموزان واجب و ضروری است.

این نکته ها که با  مشخص شده است ویژۀ تسلط بر ریزه کاری ها و نکات فرعی است.   نکته های زرد    

این نکته ها که با  مشخص شده است ویژۀ دانش آموزان مدارس برتر و همچنین دانش آموزانی     نکته های بنفش

است که به دنبال نکته های چالشی و سطح بالاتر از کنکورسراسری هستند.

ویژگی  های خاص این کتاب نست به سایر کتاب های موجود در بازار:

1 طراحی و معماری داخلی بسیار زیبا  جذاب و مورد پسند دانش آموزان و معلمین و مشاوران

2 استفاده مناسب و حرفه ای از رنگ در ساختار درسنامه که فرآیند یادگیری را بسیار ساده تر، جذاب تر و سریع تر می کند. 

3   تیپ بندی بسیاری از مباحث برای سهولت در یادگیری   

کتاب بانک تست هندسه جامع میکرو ]نسل جدید[  کامل و کامل و نقطه به نقطه با  4  تطابق   

کلید واژه ها   کتاب درسی و همچنین اشکال، نمودارها و  کامل تمام تمرینات و متن  5 بررسی   

کلیدی مطرح شده در آن ها. کنکور چند دهۀ اخیر به خصوص نظام جدید آموزش و استخراج نکات  6 بررسی تست  ها   

کلیدی آن . کتاب راهنمای معلم و استخراج نکات  کامل  7 بررسی   

کمک آموزشی از بیان آن ها ]به دلایل متعدد[ پرهیز می کنند. کتاب های  که بسیاری از  8 آموزش راه ها و شیوه های میان بُر در حل تست 

user friendly  9 بودن کتاب برای دانش آموزان با هر سطحی از معلومات.

کشف آن تا قبل از 15 اسفند 1400وجود  کتاب پنهان است و امکان  گوشه ای از  که ربطی به 9 ویژگی اول ندارد و در  10  کتاب یک ویژگی دیگر هم دارد 

گرام این ویژگی را در دایرکت برای من بفرستید و 8 جلد  گر شما یکی از این 8 نفر هستید در اینستا کنند، ا کشف  کثر 8 نفر ممکن است این راز را  ندارد و حدا

کنکور 1401 را  هدیه  بگیرید. کتاب های دور دنیا در نیم ساعت ویژه  از 
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 alimonsef _ shokri                                        

گرام درمیان بگذارید. گی دهم با ما در  اینستا                                                                                نظرات خود را دربارۀ ویژ
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Mتعریف ماتریس و مفاهیم اولیۀ  آن

این  نامیده می شود. هر عدد حقیقی واقع در  و تعدادی ستون یک ماتریس  اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر   از  آرایش مستطیلی  هر   
ماتریس، یک درایه یا عنصر نامیده می شود. ماتریس ها را معمولًا با حروف بزرگ مانند C , B , A و ... نشان می دهند.

ماتریس دارای 3 سطر و 3 ستونماتریس دارای 2 سطر و 2 ستونماتریس دارای 2 سطر و 3 ستون

C= 





2 0 0
0 0 1B= −





2 1
4 0

 A=














−

1 2
5 0
7 2

4
1
2

Aستون سوم

 m n× مرتبۀ از  ماتریسی  را   A و  می شود  نوشته   A a
ij m n

= ×[ ] یا  A
m n× به صورت باشد،  ستون   n و  سطر   m دارای   A مانند  ماتریسی  گر  ا  

)یا به طور خلاصه m در n( می گویند.
A=

−











×

1 3 1

0 4 0 2 3

       ماتریس 2 در 3   2 سطر و 3 ستون 

       

B= ×[ ]3 2 4 1 3  ماتریس 1 در 3 

درایۀ سطر  a
ij

  هر درایۀ ماتریس را با دو اندیس نشان می دهیم. اندیس اول شمارۀ سطر و اندیس دوم شمارۀ ستون را نشان می دهد، یعنی
i اُم و ستون j اُم است.

       
درایۀ سطر اول و ستون دوم

          
درایۀ سطر اول و ستون دوم

درایۀ سطر اول و ستون سوم                                                                                     

     A
a

a a

a a

a

=














 ×
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              B
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b b

b
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 ×

11

21 22
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2 2

                 D d d d=   ×11 12 13 1 3

  
                                                                             

C سطر اول

B درایهسطر دوم 

کدام ماتریس از بقیه بیشتر است؟ Test تعداد درایه های 

گزینه برابر است. 4( هر سه   [ ]a
ij 6 2× )3  [ ]a

ij 2 6× )2  [ ]a
ij 3 4× )1

12درایه دارند. گزینه ها mاست، بنابراین همۀ ماتریس های داده شده در  n× mبرابر با n× 4 تعداد درایه ها در یک ماتریس

Mj و i بیان درایه ها بر حسب

  در بعضی از ماتریس ها، درایه ها را به طور مستقیم معرفی نمی کنند و آن ها را برحسب تابعی از اندیس های سمت چپ و سمت راست درایه بیان 
کنید. گفته شده دقت  کردن درایه ها باید به شرط های  که برای پیدا  می کنند. در این موارد ممکن است تابع چندضابطه ای نیز باشد 

a آنگاه مجموع درایه های ماتریس A کدام  است؟
ij

= 5 1 داشته باشیم 2≤ ≤j 1 و هر 2≤ ≤i گر به ازای هر  A ا a
ij

= ×[ ]
2 2

 در ماتریس

A= 





5 5

5 5
جمع درایه ها =20
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کدام است؟  B آنگاه  مجموع درایه های ماتریس b i j
ij

= + 1داشته باشیم: 3≤ ≤j 1و هر 2≤ ≤i گر به ازای هر =Bا ×[ ]b
ij 2 3  در ماتریس

   B=
+ + +

+ + +













=












×

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

2 3 4

3 4 5 2 3
جمع درایه ها   =21                                                                  

c آنگاه مجموع درایه های ماتریس C  کدام است؟  i j i j

i jij
={ × ≥

<
;

;7
گر C ا c

ij
= ×[ ]

2 2
 در ماتریس

C
c c

c c
= 





= ×
× ×







= 





11 12

21 22

1 1 7
2 1 2 2

1 7
2 4 جمع درایه ها      =14       

b13b12b
11

b23b
22

b21

i j<i j≥

کدام است؟  A باشد، مجموع درایه های ستون دومa i j i j
i j i jij ==
−− ≠≠

++ ==







2 2 ;
;

گر  Aا aij== ××[ ]2 2 Test در ماتریس 

2 )4  -3 )3  1 )2  -2 )1

  2
A

a a

a a
=





= + − ×
− × +







= −





11 12

21 22

2

2
1 1 1 2 2
2 2 1 2 2

2 3
2 4 جمع درایه های ستون دوم   =− + =3 4 1

M معرفی ماتریس مربعی 

n) می نامیم. n× یا ) n را یک ماتریس مربعی از مرتبۀ A ،باشد n تعداد سطرها با تعداد ستون ها برابر و مساوی ،A گر در ماتریس   ا
    

i j= Û روی قطر اصلی a
ij

i j n+ = +1Ûروی قطر فرعیa
ij

B=
−











×

1
0

4

1 2
0 0
0 2 0 3 3/

C=












×

9 2
4 4
5 2

3
1

7 3 3

A یک ماتریس مربعی باشد، آنگاه بر اساس رابطۀ بین i و j می توان موقعیت درایه را نسبت به قطر اصلی تشخیص داد:  a
ij n n

= ×[ ] گر    ا

i j= ]روی قطر اصلی[

...

i j< ]بالای قطر اصلی[

i j> ]پایین قطر اصلی[

A

a a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

=























11 12 13 1

21 22 2

1 2

…

…

� �

…

کدام است؟  گر i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون باشد، مجموع  درایه های زیر قطر اصلی  A ا i j== ++ ××[ ]3 3 3 Test  در ماتریس

15  )4  12 )3  28 )2  25 )1

:] a i j
ij
= +2 کافیست ]در ضمن کنید یافتن درایه های زیر قطر اصلی  2 لازم نیست همۀ درایه های A را پیدا 

A a

a a

=
















=












⇒21

31 32

7
10 11

جمع درایه های زیر قطر اصلی = + + =7 10 11 28
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Mساختن یک ماتریس از روی زیر ماتریس ها

گرفته است.  کنکور مورد سؤال قرار  که چندین بار در  کوچکتر ]زیر ماتریس[ تشکیل شده است،  گاهی اوقات یک ماتریس از ماتریس های   
نمونه ای از این ماتریس ها به صورت زیر است:

M
A

B
M A B M

a b c

A d
e

M
A B

C D1 2 3 4=





=[ ] =














=





گرفته، در آن قرار دهیم.مخصوصاً  که در ماتریس  اصلی قرار  در چنین مواردی یا موارد مشابه آن ها باید،  درایه های هر زیر ماتریس را مطابق نظمی 
گر زیرماتریس ها بر حسب تابعی از i و j داده شوند، ابتدا باید هر زیر ماتریس را تشکیل دهیم و سپس آن را در ماتریس اصلی قرار دهیم. ا

کدام است؟  C را بنویسید. جمع درایه های قطر اصلی C باشد، ماتریس  C B

A
B A=





=





=[ ], ,
2 1 4
5 0 7 1 2 3 گر  ا

C=












2 1 4
5 0 7
1 2 3

= جمع درایه های قطر اصلی + + =2 0 3 5   

کدام است؟  D نشان دهیم، مجموع درایه های قطر فرعی ماتریس C
D

=














2 1 4
5
1

گر ماتریس C را به صورت  در مثال فوق، ا

D=





0 7
2 3

= جمع درایه های قطر فرعی + =2 7 9  با توجه به ماتریس C، خواهیم داشت:   

Cرا بنویسید. A

B
=





Bو i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون باشد، ماتریس i j A i j= ×[ ] = +[ ]× ×1 3 1 3, گر  ا

A

B
C

= + + +[ ]
= × × ×[ ]

⇒ =





1 1 1 2 1 3

1 1 1 2 1 3
2 3 4
1 2 3

 ابتدا باید ماتریس های  A و B را تشکیل دهیم و سپس زیر هم بنویسیم: 

C تشکیل دهند که کاملًا اشتباه است  و اشتباه آن در درایه های سطر  A

B
=





= + + +
× × ×







1 1 1 2 1 3
2 1 2 2 2 3 C را به صورت    بعضی  ها ممکن است ماتریس 

دوم است.

Cنشان دهیم، مجموع درایه های 
E

==





3 Cباشد و ماتریسC را به صورت
A
B

B A==








 ==









 ==









, ,

1 1 2 1
0 5 1 4

1 2 0 3
1 4 5 2

گر  Test ا

کدام است ؟  E قطر اصلی

2 )4  5 )3  4 )2  3 )1

 1
C E=

















⇒ =












⇒

1 2 0 3
1 4 5 2
1 1 2 1
0 5 1 4

1 4 5
1 1 2
0 5 1

جمع درایه های قطر اصلی =3

Mانواع ماتریس 

صفر  اصلی  قطر  زیر  درایه های  مربعی  ماتریس  یک  در  گر  ا  
گر درایه های بالای قطر اصلی صفر  باشد، ماتریس را بالا مثلثی و ا

باشد، ماتریس را پایین مثلثی می نامند.
A =













5 2 1
0 1 3
0 0 4

B         بالا مثلثی   =












5 0 0
2 1 0
3 2 4

پایین مثلثی  

Aپایین مثلثی باشد.
a a b

a b

b a

=
+ +

−












2 1
3 1

4
 مقادیر a و b را طوری تعیین کنید که ماتریس
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a a

b b

+ = ⇒ =−
− = ⇒ ={ 1 0 1
1 0 1  a b+ =0      باید درایه های بالای قطر اصلی صفر باشد، بنابراین: 

گذاشتن آن نیست. خود به خود صفر می شود و نیازی به صفر  a b+        بنابراین درایۀ سطر اول و ستون سوم یعنی 

بر قطر  تمام درایه های غیرواقع  گر در یک ماتریس مربعی  ا  
اصلی صفر باشند، این ماتریس را ماتریس قطری می نامند.

  درایه های قطر اصلی در ماتریس های قطری می تواند صفر هم باشد.

Aیک ماتریس قطری باشد، مقادیر a و b را به دست آورید. a b

a b
= − +

+ −






1 2
1 1 گر ماتریس  ا

b b

a a

+ = ⇒ =−
+ = ⇒ =−{ 2 0 2
1 0 1

     برای این که یک ماتریس قطری باشد باید درایه های خارج از قطر اصلی صفر باشد: 

گر تمام درایه های غیرواقع بر قطر فرعی  گر در یک ماتریس مربعی درایه های زیر قطر فرعی  یا بالای قطر فرعی صفر باشد، ماتریس را شبه مثلثی می نامند و ا   ا
صفر شود، ماتریس را شبه قطری می نامند.

Aیک ماتریس شبه قطری است؟ a a

b b
= − +

+ +






2 1
2 1 کدام مقدار a و b ماتریس   به ازای 

  

a a

b b

− = ⇒ =
+ = ⇒ =−{ 2 0 2
1 0 1

      باید درایه های خارج از قطر فرعی صفر باشد، بنابراین: 

گر در یک ماتریس قطری، تمام درایه های قطر اصلی با هم    ا
برابر باشند، آن ماتریس را یک ماتریس اسکالر می نامند.

Aیک ماتریس اسکالر باشد، مقادیر a و b رابه دست آورید. a a

b
= −




2

0 گر ماتریس  ا

a a

a b b

− = ⇒ =
= ⇒ ={ 2 0 2

2
       باید درایه های خارج از قطر اصلی صفر باشد و درایه های روی قطر اصلی با هم برابر باشند: 

گر در یک ماتریس اسکالر، تمام درایه های قطر اصلی برابر   ا
»1« باشند، آن را ماتریس واحد )ماتریس همانی( می نامند و با 

I نشان می دهند.
a را به دست آورید. b c d, , , A یک ماتریس واحد باشد،  مقادیر a c

d b
= − +

− −






1 1
2 2 گر ماتریس  ا

         باید درایه های خارج از قطر اصلی صفر باشد و درایه های روی قطر اصلی برابر با 1 باشد.

1 a a− = ⇒ =1 1 2             2 b b− = ⇒ =2 1 3             3 c c+ = ⇒ =−1 0 1             4 d d− = ⇒ =2 0 2
گر ماتریسی فقط دارای یک سطر باشد، آن را ماتریس سطری    ا
می نامند. ]به طور کلی ماتریس هایی که تعداد ستون های آن ها بیشتر از تعداد 
سطرهای آن هاست ماتریس افقی نامیده می شوند. ماتریس سطری یک حالت خاص از 

ماتریس های افقی محسوب می شود.[ 
 

a یک ماتریس سطری باشد، مجموع درایه های  A را پیدا کنید.  i j
ij
= −2

2 Aو a
ij n n

= − ×[ ]
( )2

گر ماتریس  ا

           باید ماتریس A  دارای یک سطر باشد،  بنابراین:

n n A a a a a
ij

− = ⇒ = ⇒ = = = − × − × − × = − −×2 1 3 1 2 1 1 2 2 1 2 3 11 3 11 12 13
2 2 2[ ] [ ] [ ] [ 33 5− ]   A 9- =  مجموع درایه های  

A = 



 ×

2 0
0 3 2 2

                  B =












×

3 0 0
0 0 0
0 0 4 3 3

                C =












×

0 0 0
0 0 0
0 0 0 3 3

A = 



 ×

2 0
0 2 2 2

             B =
−

−
−













×

4 0 0
0 4 0
0 0 4 3 3

   C = [ ] ×4 1 1    

I =












×

1 0 0
0 1 0
0 0 1 3 3

            I = 



 ×

1 0
0 1 2 2

                      I = [ ] ×1
1 1

A=[ ] ×2 0 5 7 1 3/   B=[ ] ×2 1 1 2                    C=[ ] =×5 51 1
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را ماتریس  گر ماتریسی فقط دارای یک ستون باشد، آن   ا
ستونی می نامند. ]به طور کلی ماتریس هایی که تعداد سطرهای آن ها بیشتر 
از تعداد ستون های آن هاست ماتریس قائم نامیده می شوند. ماتریس ستونی 

یک حالت خاص از ماتریس های قائم محسوب می شود.[       

کنید. a یک ماتریس ستونی باشد،  مجموع درایه های A را پیدا  i j
ij
= +2 3 Aو  a

ij n n
= × −[ ]

( )1
گر ماتریس  ا

          باید ماتریس دارای یک ستون باشد، بنابراین:  

n n A a
a

aij
− = ⇒ = ⇒ = =





= × + ×
× + ×






=

×1 1 2 2 1 3 1
2 2 3 1

5
72 1

11

21
[ ]





  مجموع درایه های A برابر 12 است. 

نشان می دهند.  o   ماتریسی که همۀ درایه های آن صفر باشد را ماتریس صفر می نامند و با

A = 



 ×

0 0
0 0 2 2

                 B = 



 ×

0 0 0
0 0 0 2 3

                C = [ ] ×0 0 0 1 3
را به دست آورید. a b+ Aیک ماتریس صفر باشد، a b

b a
= − −

+ −






1 1
1 1

2

2 گر ماتریس  ا
a

a
a

b

b
b

− =
− =





⇒ =

+ =
− =





⇒ =−










1 0
1 0 1

1 0
1 0 1

2

2

    a b+ =0        باید تمام درایه های ماتریس برابر صفر باشد: 

A =














 ×

π
2
5

3 1

                   B= 



 ×

0 5
0 2 1

/
                       C = [ ] =×9 91 1

aکدام است؟ b++ Aقطری باشد، a a
b b== −− −−
++ −−







1 2
3 2 گر ماتریس Test ا

 1 )2   -1 )1

5 )4   3 )3

ج از قطر اصلی آن صفر باشند، یعنی:  1 برای این که A یک ماتریس قطری باشد، باید تمام درایه های خار

b b
a a

a b+ = ⇒ = −
− = ⇒ ={ ⇒ + = −3 0 3
2 0 2 1

M]ماتریس متقارن و پاد متقارن ]ویژۀ استعدادهای درخشان

متقارن  ماتریس های  را  است  برابر  هم  با  آن ها   اصلی  قطر  طرفین  درایه های  که  مقابل  شکل  به  ماتریس هایی   
نام این ماتریس به طور مستقیم در کتاب درسی نیامده است، اما می توان آن ها را به صورت می نامند. هر چند که 

a تعریف کرد. بدون این که اشارۀ مستقیم به نام این ماتریس شود. a A a
ij ji ij n n

= = ×, [ ]

A

a

b

c

x

x

y

y

z

z

=












 ماتریس هایی به شکل مقابل که درایه های قطر اصلی آن ها صفر و درایه های طرفین قطر اصلی آن ها قرینه است را ماتریس های 
پاد متقارن می نامند، هر چند که نام این ماتریس به طور مستقیم در کتاب درسی نیامده است، اما می توان آن ها را 

تعریف کرد. بدون این که اشاره مستقیم به نام این ماتریس شود.  a a A a
ij ji ij n n
=− = ×, [ ] به صورت 

A

x

x

y

y

z

z

=












−
−

−

0

0

0

کدام است؟ x aبرقرار باشد، aji ij== رابطۀ  1 2≤≤ ≤≤i j, گر i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون باشد و به ازای هر  Aا
x
x

==
−−
++











2 1
5 3

Test در ماتریس

 4 )2   6 )1

−4 )4   -6 )3

a a x x12 21 1 5 6= ⇒ − = ⇒ = درایه های طرفین قطر اصلی هستند، بنابراین باید:  a a
ji ij
, 1
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Mتساوی دو ماتریس

B را مساوی می گوییم، هرگاه درایه های آن ها نظیر به نظیر با هم برابر باشد، یعنی داشته باشیم: b
ij m n

= ×[ ] A و a
ij m n

= ×[ ]   دو ماتریس هم مرتبۀ

∀i j,   ،  a b a b
ij ij ij ij

= ⇔ =[ ] [ ]

1 2

4 5
1 2 4 5













=












⇒ = = = =
x y

z t

x y z t, , , B برابر باشند، آنگاه داریم:  = 





1 2
4 5 A و  x y

z t
= 





گر دو ماتریس   ا

mکدام است؟ x++ Bبرابر باشند،
m

x
==

++









1
3

3
Aو i mj== ++[ ] گر دو ماتریس  Test ا

2 )4  5 )3  4 )2  3 )1

می کنیم،  مشخص  درایه ها  با  را   A ماتریس   ابتدا   3
1سپس درایه های نظیر در دو ماتریس را برابر قرار می دهیم: 1

2 3
1 2 3
2 2

+ +
+







= 





+
+

m m

m

m

m x
 

1 2 3 1

2 2 4

+ = ⇒ =

+ = ⇒ =







m m

m x x

m x+ =5

Mجمع و تفریق دو ماتریس 

  برای محاسبۀ جمع یا تفریق دو ماتریس، کافی است درایه های نظیر در دو ماتریس را با هم جمع یا تفریق کنیم:

A a A aB b B b
ij m n ijij m n ij m n

= = ⇒ =× × ×± ±[ ] , [ ][ ]

 فقط دو ماتریس هم مرتبه را می توان با هم جمع یا از هم تفریق کرد.

A B A B= 





= 





⇒ + = + +
+ +







= 


2 4 2 41 2 1 2
3 6 3 65 7 5 7

6 3
9 12,



کدام است؟ Aمجموع درایه های سطر اول  B++ Bباشد، در ماتریس i j== −− ××[ ]2 2 2 A و  i j== ++ ××[ ]2 2 گر Test ا

6 )4  5 )3  4 )2  3 )1

A B A B=





=





⇒ + =





2 3
3 4

1 0
3 2

3 3
6 6, 4   6=جمع درایه های سطر اول 

A را تشکیل دهیم. B i j i j i+ = + + − = =





[( ) ( )] [ ]2 3 3 3
6 6  راه کوتاه تر این است که به جای تشکیلA و B ماتریس 

Mضرب عدد در ماتریس 

کنیم: کافیست آن عدد را در تمام درایه های آن ماتریس ضرب     برای ضرب یک عدد در یک ماتریس، 

A a A ar r r
ij m n ij m n

= ∈ ⇒ =× ×[ ] , [ ]

A A= 




⇒ = 





1 2 3
4 2 5 2 2 4 6

8 4 10  

که آن را قرینۀ ماتریس A می نامند و همواره داریم: A− به دست می آید  کنیم، ماتریس را در ماتریس A ضرب  که عدد1−   در حالت خاصی 

A A o+ − =( )
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2A کدام است؟ B I−− ++ bحاصل i jij == ++2 2 که  B به طوری  bij==   ××2 2
و A == 





2 3
4 1 گر  Test ا

1 0
2 7−







)4  0 0
2 6−







)3  1 1
4 6−







)2  3 1
3 5−







)1

1 ابتدا ماتریس B را با درایه ها مشخص می کنیم: 

B = + +
+ +







= 





1 1 1 2
2 1 2 2

2 5
5 8

2 2 2 2

2 2 2 2 ⇒ 2 3 1
3 5

4 6
8 2

2 5
5 8

1 0
0 1A B I− + −







= 





−





+





=

Mاعمال روی ماتریس ها

m )هم مرتبه( و r و s اعداد حقیقی باشند، آنگاه خواص زیر همواره برقرار است: n× گر A, B , C ماتریس هایی  ا

جمع ماتریس ها خاصیت جابه جایی دارد.جمع ماتریس ها شرکت پذیر است.ماتریس صفر عضو بی اثر جمع در ماتریس ها است.

A o o A A+ = + =A B C A B C+ + = + +( ) ( )A B B A+ = +

وجود عضو قرینهتوزیع پذیری عدد روی جمع ماتریس هاتوزیع پذیری ماتریس روی جمع اعداد

( )r s A rA sA± ±=r A B rA rB( )± ±=A A A A o+ − = − + =( ) ( )

جابه جایی عدد و ماتریسقابلیت حذف عدد غیر صفر از طرفین تساویقابلیت ضرب عدد در طرفین تساوی ماتریسی

A B rA rB= ⇒ =rA rB A B
r=  → =≠0( )( ) ( )( )r A A r=

کدام درست است؟ گر  A , B ,C  سه ماتریس هم مرتبه باشند،  Test ا

A B C A B C+ + = + +( ) ( ) )2  A B C A B C− − = − −( ) ( ) )1

A B C A B C+ − = − +( ) ( ) )4  A B C A B C− + = − +( ) ( ) )3

که معرف خاصیت شرکت پذیری جمع در ماتریس هاست. ]تفاضل ماتریس ها شرکت پذیر نیست![  2 درست است  گزینۀ 2 تنها 

Mضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونی

 B A و  آنگاه ضرب دو ماتریس  B یک ماتریس ستونی به صورت های زیر باشند،  b
i m

= ×[ ]
1 1

A یک ماتریس سطری و a
j m

= ×[ ]
1 1

گر  ا   
که به صورت زیر به دست می آید: A یک عدد حقیقی است  B× یعنی

AB a a a

b

b

b

a b a b
m

m

=





















= + +[ ... ] ..11 12 1

11

21

1

11 11 12 21


..+a b
m m1 1

AB=[ ]












= × + × + × = + + =2 4 0
3
7
5

2 3 4 7 0 5 6 28 0 34( ) ( ) ( ) =B باشد، آنگاه: 












3
7
5

]=A و  ]2 4 0 گر   ا
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o Cمقاطع مخروطی

∆ ثابت باشد و خط  گر خط ∆ را که در نقطۀ A مانند شکل متقاطع )غیر عمود( هستند، در نظر می گیریم. ا  دو خط d و
 ∆ ∆ دوران دهیم، سطح حاصل از دوران را رویۀ مخروطی ]سطح مخروطی[ می نامیم. در این حالت خط d را حول خط
A را رأس سطح مخروطی می نامیم. فصل مشترک یک صفحه و سطح مخروطی، مقطع  و نقطۀ  d را مولد  محور، خط  را 
که البته در  حالت  های خاص  مخروطی نامیده می شود و انواع مختلفی دارد که عبارت اند از دایره، بیضی، سهمی و هذلولی 
ممکن است نقطه، یک خط یا دوخط متقاطع باشند، نوع مقطع ایجاد شده بستگی به وضعیت صفحه نسبت به دو خط 

داردکه در جدول زیر این حالات بررسی شده است: ∆ d و

 

هذلولیسهمیبیضیدایره

مخروطی  سطح  محورِ  بر   P صفحۀ 

عمود است و از رأس آن عبور نمی کند.

∆ عمود نبوده  صفحۀ P بر محور

و غیر موازی با مولد d است.

صفحۀ P با مولد d موازی است و 

از رأس مخروط عبور نمی کند.

از رأس مخروط عبور نمی کند و هر    P صفحۀ 

دو نیمۀ سطح مخروطی را قطع می کند.

A

d
∆

P

A

d
∆

P

حالات خاص

سـطح  رأس  از   Pصفحـۀ گـر  ا حالـت  ایـن  در 

مخروطـی عبـور کنـد، فصـل مشـترک فقـط نقطـۀ 

بـود. خواهـد  رأس 

گر صفحۀP از رأس سطح  در این حالت ا

مخروطی عبور کند، فصل مشترک فقط 

نقطۀ رأس خواهد بود.

گر صفحۀ P  از رأس سطح  در این حالت ا

مخروطی عبور کند، فصل مشترک فقط 

یک خط خواهد بود.

گر صفحۀ P  از رأس سطح مخروطی  در این حالت ا

عبور کرده و هر دو نیمۀ سطح مخروطی را قطع کند،  

فصل مشترک دو خط متقاطع خواهد بود.

کنند، سطح مقطع ایجاد شده به غیر از دو دایره، دو بیضی، دو سهمی، دو هذلولی می تواند سهمی و خط یا  گر دو صفحۀ موازی یک رویۀ مخروطی را قطع   ا
دایره و نقطه یا بیضی و نقطه یا هذلولی و دو خط متقاطع نیز باشد.

2   APTERHC
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کدام وضع را دارد؟ وطی  وطی با یک صفحه، یک سهمی است. این صفحه با مولد یا محور سطح مخر Test مقطع یک سطح مخر

4( گذرا از نقطۀ تلاقی محور و مولد 3( عمود بر یک مولد  2( موازی محور  1( موازی یک مولد 

کند، سهمی به وجود می آید. گر صفحۀ موازی با مولد مخروط، رویۀ مخروطی را قطع  1  ا

کتاب درسی آشنایی با مقاطع مخروطی و مکان هندسیدرس اول Lesson . 1 صفحه 34 تا 39 
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o Cکروی مقطع استوانه ای و 

که آن را  سطحی ایجاد می شود  ∆ موازی باشند و فاصلۀ آن ها برابر r باشد، از دوران d حول ∆  هر گاه دو خط d و
کند، سطح مقطع پدید آمده  گر یک صفحه مانند P سطح استوانه ای را قطع  یک سطح استوانه ای می نامیم. حال ا

که به یکی از چهار حالت زیر است : مقطع استوانه ای نامیده می شود 

∆
d

یک خط دو خط موازیبیضیدایره

∆ ∆صفحۀ P عمود بر ∆صفحۀ P غیر عمود و غیر موازی با و به فاصله کمتر از r  از ∆ ∆ صفحۀ P موازی و به فاصلۀ r  از  ∆ صفحۀ P موازی 

d
∆∆

d
∆∆

P با سطح این کره همواره و در تمام حالات  R داشته باشیم، سطح مقطع صفحۀ  O و شعاع  گر یک کره به مرکز  ا  

یک  دایره است.
P

RO

به  باشد، وضعیت صفحه نسبت  ایجاد شده  بیضی  استوانه ای یک  و یک سطح   P تقاطع صفحۀ  از  اگر   

محور سطح استوانه ای چیست؟

 صفحه باید غیر موازی با محور سطح استوانه ای و همچنین غیر عمود بر آن باشد، چون در صورت عمود شدن سطح مقطع به صورت دایره ای خواهد 
بود و در صورت موازی شدن با محور سطح استوانه ای به صورت دو خط موازی یا یک خط خواهد بود.

یک سطح ایجاد می شود، از برخورد صفحۀ P با این سطح یک بیضی حاصل  d2 حول خط d1 دو خط موازی باشند، از دوران خط d2 و d1 گر  Test ا

کدام است؟  d2 و  d1 شده است وضعیت صفحۀ P نسبت به خطوط 
d

2
و غیر عمود بر  d

1
4( غیر موازی با    d

1
3( غیر موازی  d

2
2( عمود بر  d

1
1( موازی

گزینۀ  d است دقت کنید که 
2

d و غیر عمود  بر 
1

غیر موازی و غیر عمود است بنابراین می توان گفت غیر موازی با d
2

d و 
1

4 صفحۀ P با هر دو خط

d نیز باشد.
2

d و 
1

کافی نیست و حتماً باید صفحه غیر عمود بر  کاملی نیست چون غیر موازی بودن  گزینۀ   3

   
o Cمکان هندسی

گاهی  گی مشترکی دارند، این مجموعۀ نقاط را مکان هندسی می نامیم. ]  که ویژ که رسم می کنیم مجموعۀ نقاطی هستند    بسیاری از اشکالی 
گفته می شود[. از طرفی مهم ترین اشکال هندسی نقطه، خط و صفحه هستند، بنابراین مکان هندسی نقاطی از صفحه  به آن، مکان نقطه نیز 

که از یک نقطه و یک خط به فاصلۀ ثابتی هستند، اهمیت ویژه ای دارد:

که به فاصلۀ k واحد از نقطۀ  A قرار دارند، دایره ای به مرکز A و به شعاع k است. 1 مکان هندسی نقاطی از صفحه 
k

A

که به فاصلۀ k واحد از خط d قرار دارند، دو خط به موازات خط d و به فاصلۀ k واحد از آن هستند. 2 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

2   APTERHC
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کمتر از 3 واحد است،  تشکیل یک شکل هندسی می دهند.  که فاصلۀ آن ها از نقطۀ ثابت O در این صفحه بیشتر از 2 و  Test همۀ نقاطی از صفحه 

مساحت این شکل چقدر است؟ 
7 π )4  4 π )3  9 π )2  5 π )1

که فاصلۀ آن ها از O، بیشتر از 2 واحد باشد بیرون دایره ای به مرکز O و شعاع 2 واحد هستند، همچنین نقاطی  1 نقاطی 

O و شعاع 3 واحد قرار می گیرند. پس شکل هندسی  کمتر از 3 واحد باشد، داخل دایره ای به مرکز   O که فاصلۀ آن ها از  

با: برابر است  آن  و مساحت  ( است  رنگی  دایره )قسمت  بین دو  ناحیۀ  نظر  مورد 

2
3

O

کوچک - مساحت دایره بزرگ =  مساحت ناحیۀ رنگی   = مساحت دایره  − = − =π ππ π π( ) ( )3 92 4 52 2

   
o Cاشتراک یک مکان هندسی و یک شکل هندسی

گی به خصوصی باشد« در این موارد ابتدا مکان    در برخی از سؤالات هندسه از ما می پرسند »چند نقطه روی یک شکل وجود دارد که دارای ویژ
گی به خصوص دارند را پیدا می کنیم و سپس به بررسی تعداد نقاط تقاطع آن مکان هندسی و شکل گفته شده می پردازیم. هندسی نقاطی که آن ویژ

 نقطۀ A به فاصلۀ 4 واحد از خط d واقع است. چند نقطه روی خطd به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A وجود دارد؟
7 است، پس این  4>  نقاطی که به فاصلۀ 7 واحد از نقطۀ A قرار دارند روی دایره ای به مرکز A و به شعاع 7 قرار دارند و چون

Bدایره ] به عنوان یک مکان هندسی [ خط d را در 2 نقطه قطع می کند و همین نقاط، جواب های مورد نظر هستند. CH

A

7
4

d

1 واحد باشد؟ 5/ که فاصلۀ آن ها از قطر AC برابر  بع وجود دارد  ، چند نقطه روی محیط مر 2 2 بع  ABCD به ضلع Test در مر

4( بیشمار  4 )3  2 )2 1( هیچ 

3 نقاطی که به فاصلۀ 1/5 واحد از قطر AC قرار دارند، روی دو خط به موازات AC و به فاصلۀ 1/5 واحد از آن واقع اند. 
حال باید بررسی کنیم که آیا این دو خط نقطۀ تقاطعی با اضلاع مربع دارند یا نه؟

این نقاط در صورت وجود جواب های تست هستند:
           

a BD a OB OD= ⇒ = = × = ⇒ = =2 2 2 2 2 2 4 2( )
                                                                        

1، پس این دو خط، اضلاع مربع را در 4 نقطه قطع می کنند.  5/ <OD چون

   
o Cمکان های هم فاصله از دو چیز

که مهم ترین آن ها عبارتند از:   یکی از مهم ترین مکان های هندسی در صفحه، مکان هندسی نقاط هم فاصله از دو چیز است 

که از دو نقطۀ A و B به یک فاصله هستند، عمودمنصف پاره خط AB است. 1 مکان هندسی نقاطی از صفحه 

بین  و  خط  دو  آن  موازی  خطی  هستند،  فاصله  یک  به   d
2

و d
1

موازی خط  دو  از  که  صفحه  از  نقاطی  هندسی  مکان   2

آن هاست.

نیمسازهای آن دو خط متقاطع  به یک فاصله هستند،   d
2

و d
1

از دو خط متقاطع که  از صفحه  نقاطی  3 مکان هندسی 

است ]این نیمسازها همواره برهم عمودند[.

کانون آن و خط   A که نقطۀ که از نقطۀ A و خط d به یک فاصله هستند، یک سهمی است   مکان هندسی نقاطی از صفحه 
کرد[. d هادی آن است ]در ادامه فصل در این باره بیشتر صحبت خواهیم 
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که فاصلۀ آن از دو قاعده یکسان باشد؟ چند نقطه روی قطرهای ذوزنقۀ ABCD وجود دارد  Test

4( بیشمار   4 )3  2 )2 1( نامشخص 

که فاصلۀ آن از  که به فاصلۀ یکسان از دو قاعدۀ ذوزنقه قرار دارند، روی خطی موازی دو قاعده هستند  2 نقاطی 

کدام از قاعده ها نصف ارتفاع ذوزنقه است. این خط قطعاً قطرهای ذوزنقه را در دو نقطۀ P و Q قطع می کند.  هر 

] اینخطراخطمیانگینذوزنقهمینامند[.

   
o Cاشتراک دو مکان هندسی

گی را«، در این موارد ابتدا مکان هندسی نقاطی  گی را داشته باشد و هم آن ویژ در بعضی سؤال ها از ما می پرسند »چند نقطه وجود دارد که هم این ویژ   
ک )تقاطع( این دو مکان هندسی می پردازیم. گی را دارند پیدا می کنیم، سپس به بررسی تعداد نقاط اشترا گی و نیز مکان هندسی نقاطی که آن ویژ که این ویژ

 نقطۀ A به فاصلۀ 4 واحد از خط d واقع است. چند نقطه در صفحه وجود دارد که به فاصلۀ 3 واحد از نقطۀ A و به فاصلۀ 2 واحد از خط d باشد؟
که به فاصلۀ 3 واحد از نقطۀ A قرار دارند، روی دایره ای به شعاع 3 و به مرکز A واقع اند ]این ویژگی[. همچنین نقاطی   نقاطی 
d و به فاصلۀ 2 واحد از آن قرار دارند ] آن ویژگی[. حال باید  d قرار دارند، روی دو خط به موازات  که به فاصلۀ 2 واحد از خط 
که در شکل مشخص است این دو مکان هندسی همدیگر  کنیم. همان طور  ک این دو مکان هندسی را بررسی  تعداد نقاط اشترا

گفته شده وجود دارد. را در 2 نقطه قطع می کنند، بنابراین 2 نقطه با شرایط 
2

d

1

2

2

A

3

d

d

که از A و B یک فاصله و از C به فاصله 3 سانتی متر باشد؟ وض اند. چند نقطه وجود دارد  Test  نقاط  A , B,C در صفحه مفر

کثر 2 نقطه  2( حدا کثر یک نقطه   1( حدا

4( هیچ نقطه ای وجود ندارد. 3( دقیقاً 2 نقطه  

2 مکان هندسی نقاطی که از A و B به یک فاصله اند، عمودمنصف AB است. 

مکان هندسی نقاطی که ازC به فاصلۀ 3 سانتی متر هستند، دایره ای به مرکز C و به 

شعاع 3 است. نقاط تلاقی عمود منصف AB با این دایره، جواب این مسئله است. 

با توجه به شکل های مقابل مسئله دو جواب یا یک جواب یا بدون جواب است. پس 

عمود منصف پاره خط AB است.( ∆ کثر 2 نقطه وجود دارد. ) حدا
A B

C

∆

        A B

C

∆

        A B

C

∆

   
o Cاشتراک دو مکان هندسی مشهور

  
که پرسیده می شود »چند نقطه در صفحه وجود دارد  که مربوط به تقاطع دو مکان هندسی است، حالتی است   یکی از مشهورترین حالاتی 
و دایرۀ به مرکز B و به شعاع k

1
از نقطۀ B باشد«، در این حالت باید وضعیت دایرۀ به مرکز A و به شعاع k

2
k از نقطۀ A و به فاصلۀ

1
که به فاصلۀ  

خ می دهد: که سه حالت عمده ر کنیم  را بررسی  k
2

با  نقطه  باشند، دو  دایره متقاطع  این دو  گر  ا  1

] M
2

M و
1

شرایط فوق وجود دارد. ]نقاط

یک  فقط  باشند،  مماس  دایره  دو  این  گر  ا  2

] M
1

نقطه با شرایط فوق وجود دارد. ]نقطۀ

گر این دو دایره همدیگر را قطع نکنند، هیچ  3 ا

نقطه ای با شرایط فوق وجود ندارد.

چون دو دایره همدیگر را قطع نکرده اند، نقطه ای دیده 
نمی شود
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کدام است؟ نسبت به هم  ′′d   دو خط بازتاب وجود داشته باشد وضعیت d و
ً
به یکدیگر، دقیقا ′′d گر برای تبدیل دو خط d و Test ا

2( عمود 	 1( موازی	

4( چنین	چیزی	امکان	پذیر	نیست. 	 3( متقاطع	

کدام از نیمسازهای زاویه های بین آن ها می تواند خط بازتاب باشد؛ پس دو محور بازتاب مختلف برای تبدیل  گر دو خط متقاطع باشند، هر  3 ا

آن ها وجود دارد.

eometric G Cn oo nes vis r
T

T
T Gتبدیلها مقایسه

گی های مربوط به تبدیل های چهارگانه، برای مقایسۀ بهتر آمده است:  در جدول زیر تمام ویژ

گی ها ویژ
تبدیل

نقطۀ ثابتشکل و تصویراندازۀ زاویهجهتِ شکلشیبِ خطاندازۀ پاره خط

تمام نقاط خط بازتابهمنهشت اندثابت می ماندتغییر می کندممکن است تغییر  کندثابت می ماندبازتاب

نداردهمنهشت اندثابت می ماندثابت می ماندثابت می ماندثابت می ماندانتقال

180 مرکز دوران همنهشت اندثابت می ماندثابت می ماندثابت می ماندثابت می مانددوران

0 180< <θ  مرکز دورانهمنهشت اندثابت می ماندثابت می ماندتغییر می کندثابت می مانددوران

مرکز تجانسمتشابه اندثابت می ماندثابت می ماندثابت می ماندk برابر می شودتجانس

 وجود ندارد؟
ً
گی در تجانس و انتقال وجود دارد ولی در دوران و بازتاب لزوما Test  کدام ویژ

2( جهت	شکل	حفظ	می	شود. 	 1( شیب	خط	ثابت	می	ماند.	

4( اندازۀ	پاره	خط	ثابت	می	ماند. 3( اندازۀ	زاویه	حفظ	می	شود.	

1 در تجانس و انتقال شیب خط ثابت می ماند ولی در دوران و بازتاب، شیب خط لزوماً حفظ نمی شود.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

C
a
u

c
h

e
r 

B
ir

k
a
r

eometric G Cn oo nes vis r
T

T
T G]مسئلههرون]تیپاول

d بلغزد برای پیدا کردن کم ترین  M روی خط مفروض اند، اگر نقطۀ d در یک طرف خط B و A  دو نقطۀ
B وصل  A′ به A′ را پیدا کنیم و از d یعنی A نسبت به خط طول خط شکستهAMB کافیست بازتاب نقطۀ

M قطع کند، در این صورت:  d را در کنیم تا خط

 

A B

M
d

H

A′
          

Min AMB A B( ) | |= ′

BMرا بخواهیم باید از  AMیا گر طول پاره خط های  این مسئله به مسئله هرون مشهور است. دراین تیپ از مسائل ا
کنیم. تشابه دو مثلثAHMو′BMH استفاده 

A B

M
d

H

A′

H′

β

α
α

α
β

          

MB
MA

BH
AH

MH
MH

= ′ = ′

ABM است و در ضمن زاویه های ساخته شده در طرفین نقطۀ M از مثلث d نیمساز خارجی رأس  در این حالت خط
نیز با هم برابرند. M

A

B

M
d

α
α

α

کتابیازدهمکاربردتبدیلهادرسدوم Lesson . 2 صفحه52تا60
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کدام است؟  AMB کم ترین اندازۀ خط شکستۀ x ها می لغزد،  روی محور M B|58مفروض اند، نقطۀ A|32و Test  نقاط

   1 )1

12 )2

  8 )3

A B

M
o

x

y

 10 )4

رابهدستآوریم: ′A B کنیمواندازۀ راپیدا ′A xهایعنی نسبتبهمحور A 4 کافیستبازتابنقطۀ

 | | ( ) ( )( )′ = − + − − =A B 8 2 5 3 102 2             
                                                 

A B

M

A′

8

53

2

3−
2

            

 بازتاب یک نقطه نسبت به چهار خط مشهور صفحه

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محور x ها نقطۀ  a b( , ) 1 تصویر نقطۀ

است. ′ −A a b( , ) Aتحت بازتاب نسبت به محورyها نقطۀ a b( , ) 2 تصویر نقطۀ

است. ′A b a( , ) ]نیمساز ربع اول و سوم[ نقطۀ y x= Aتحت بازتاب نسبت به خط  a b( , ) 3 تصویر نقطۀ

است.  ′ − −A b a( , ) ]نیمساز ربع دوم و چهارم[ نقطۀ y x=− Aتحت بازتاب نسبت به خط a b( , ) 4 تصویر نقطۀ

eometric G Cn oo nes vis r
T

T
T G] دوم  تیپ   [ هرون  مسئله  کاربرد 

رویخط N ونقطۀ d
1

رویخط M گرنقطۀ مطابقشکلمفروضاند،ا B و A ونقاطثابت d
2

و d
1

دوخطمتقاطع
بنامیم،حال A

1
پیداکردهو d

1
رانسبتبه A AMNBکافیستقرینۀ بلغزد،برایپیداکردنکمترینطولخطشکستۀ d

2

AMNBاست. کمترینطولخطشکستۀ Aبرابربا B
2

بنامیم، A
2

کردهو پیدا d
2

رانسبتبهخط A
1

قرینۀ گر ا

A

B

M

O N

A
1

A
2

d
2

d1

Min AMNB A B( ) | |=
2

      
را  ′B و ′A یعنی نقاط d

2
نسبت به B و بازتاب d

1
نسبت به A که بازتاب  یک راه دیگر برای حل این مسئله این است 

AMNBکوتاه ترین طول  کنند. در این صورت خط شکستۀ قطع  N و M کنیم تا این دو خط را در وصل  ′B به ′A کرده و از پیدا 
برابر است. | |′ ′A B را دارد و اندازۀ آن با

A

B
M

N

B′

A′

d
2

d1

AMNBکوتاهترینطولرادارد زاویههایطرفینM و زاویههایطرفینN بایدباهم   درهریکازدوروشفوقوقتی 
d

2
و d

1
اینحالتزاویۀدوخط برابرباشدوبرعکس]هرگاهاینزاویههاباهمبرابرباشد،اینکوتاهترینطولاست.درضمندر

x
y z= +

2

AMNBاستیعنی برابر بامیانگینزوایایداخلیخطشکسته 

A

B
M

N
d

2

d1

α α
β

β

z

y

x

d نیز می توان تعمیم داد.
2

و d
1

 قضیۀ فوق را برای بیش از دو خط

N همواره روی دو محور می لغزند.  و   M B|119 در صفحۀ محورهای مختصات مفروض اند، دو نقطۀ  A|53و  نقاط   Test

)داخل - 98( کم ترین اندازه خط شکسته AMNB، کدام است؟ 
 19 )2   18 )1

  21 )4   20 )3
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B′ را به هم  و ′A کنیم و نقاط  x قرینه  B را نسبت به محور  y و نقطۀ  A را نسبت به محور  گر نقطۀ  3 ا

وصل کنیم تا محور xها و y ها را در N و M قطع کند، در این صورت خط شکستۀ AMNB کم ترین اندازه را 

′ است. ′A B خواهد داشت چون برابر 
Min AMNB A B| | | |= ′ ′ = + =12 16 202 2                             

eometric G Cn oo nes vis r
T

T
T G]سوم ]تیپ  هرون  مسئله  کاربرد 

از هم قرار دارند، برای  L به فاصلۀ d روی خط N و M مفروض اند، نقاط d در یک طرف خط B و A نقاط
AMNBبه صورت زیر عمل می کنیم: پیدا کردن کوتاه ترین طول خط شکستۀ

راپیدامیکنیم. ′A یعنی d نسبتبهخط A بازتابنقطۀ 1

بهدستآید. ′B انتقالمیدهیمتانقطۀ A بهسمت L
→

رابهاندازۀبردار B نقطۀ 2

A

B

d
M N

A′

B′ L

L

بهاندازۀL بهسمتراستمیرویموبه M قطعکندبامعلومشدن M رادر d وصلمیکنیمتاخط ′B به ′A از 3

AMNBبرابراستبا: میرسیمدراینصورتحداقلطولخطشکستۀ N نقطۀ

Min AMNB A B L( ) | |= +′ ′                                                 

N باید با هم برابر باشند. و زاویۀ M  در این حالت زاویۀ
A

B

d
M

L

N

α α

A
B

d
M

L

N

کنار ساحل  باید در  از این جاده  کیلومتر  که 4  B احداث شود به طوری  به   A از  Test در شکل زیر قرار است جاده ای 

کدام  کوتاه ترین طول ممکن را داشته باشد،  کل جاده  که  کردن موقعیت محدودۀ جادۀ ساحلی به طوری  باشد. برای پیدا 

کار می رود؟ تبدیل به 
2( بازتابوانتقال  1( بازتابودوران

4( دورانوتجانس  3( انتقالوتجانس

2  باید نقطۀ B را به اندازۀ 4 واحد به سمت A انتقال دهیم وهمچنین بازتاب A نسبت به خط ساحلی را 

گر به اندازۀ 4 واحد از M به سمت راست حرکت  B′ وصل کنیم تا نقطۀ M به دست آید ا به ′A پیدا  کرده و از

کنیم به N می رسیم و از N به B وصل می کنیم، مسیر AMNB کوتاه ترین مسیر است. 

A

B

d
M N

A′

B′ 4

4

eometric G Cn oo nes vis r
T

T
T G]چهارم ]تیپ  هرون  مسئله  کاربرد 

قرار گرفته باشند و پاره خطMNعمود بر هر دو خط d
2
و d

1
در طرفین B و A از هم قرار دارند، اگر نقاط L به فاصلۀ d

2
و d

1
 دو خط

′B به A انتقال دهیم و از L به موازات بردار L را به اندازۀ بردار B AMNBکافیست باشد، برای پیدا کردن کم ترین طول خط شکسته d
2
و d

1

قطع کند، در این صورتAMNBکوتاه ترین مسیر  N رسم کنیم تا آن را در d
2
عمودی بر M قطع کند، حال اگر از M را در d

1
وصل کنیم تا خط

ممکن است و اندازۀ آن برابر است با:

     Min AB L(AMNB) | |= +′  
                                                                     

A

B

L

L

L

M

N B′

d
1

d
2
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روابططولیدرمثلثقائمالزاویه

 منظور از روابط طولی، رابطه هایی است که در مورد اندازۀ پاره خط و زاویه ها در شکل های مختلف، بحث می کند، درهندسۀ دهم علاوه 
[روابط طولی زیر را در مثلث قائم الزاویه دیدیم: a b c2 2 2= + بر رابطۀ فیثاغورس ]

 
       AH BH HC2 = ×           AB BC BH2= .                                                            

AH BC AB AC× = ×
  

CB

A

H

          
AC BC CH2= .

                                                           

بهصورتزیرتعریفمیشود: α  درمثلثقائمالزاویۀABCمطابقشکلنسبتهایمثلثاتیزاویۀ

sinα = AB
BC

        
tanα = AB

AC

 

cosα = AC
BC

 
CA

B

α
               

cotα = AC
AB

 

 به آن ها نیاز داریم را می بینید:
ً

که معمولا  در جدول زیر نسبت های مثلثاتی زوایایی 

180150135120906045300
زاویه

01
2

2

2

3
2

13
2

2

2

1
2

سینوس0

-1− 3
2− 2

2

−12
01

2
2

2

3
2

کسینوس1

0− 3

3

-1− 3∞313

3

تانژانت0

Test در مثلث قائم الزاویۀ شکل زیر ، AH ارتفاع نظیر وتر است. مساحت مثلث ABCچقدر است؟
  28 )1

39 )2
  36 )3

9 4

A

B CH  26 )4

2 ابتداطولAHرابهدستمیآوریموسپسبهسراغمساحتمیرویم:

AH BH HC AH AH AH2 2 24 9 36 6= × ⇒ = × ⇒ = ⇒ = S
AH BC

ABC
= × = × =2

6 13
2 39

00:03 AM 100%IR-MCI   LTE
P

yt
h

a
g
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a
 

 5
7
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5
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قضیۀسینوسهاونتایجآن

درهرمثلثنسبتطولهرضلعبهسینوسزاویۀمقابلبهآنمقداریثابتاستواینمقدارثابتباقطر
دایرۀمحیطیمثلثبرابراست.]این رابطه به قضیۀ سینوس ها مشهور است.[

                 a
A

b c
C

R
sin sinB sin

= = = 2

که در هر مثلث نسبت اضلاع با نسبت سینوس زاویۀ مقابل به آن ها برابر است.    یکی از نتایج قضیۀ سینوس ها این است  

a
b

A
B

= sin
sin

�نشان�دهید،�اگر�در�مثلثی�دو�ضلع�برابر�نباشند،�ضلعی�بزرگتر�است�که�زاویۀ�رو�به�رو�به�آن�بزرگتر�باشد�و�برعکس.�

   a b
a
b

A
B

A B A B> ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >1 1
sin
sin

sin sin      

105باشد،برایمحاسبۀاندازۀضلعروبهروبهآنازقضیۀسینوسهااستفادهنمیکنیم.دراینشرایط یا 75 گریکیاززاویههایمثلثی،  ا
اندازۀارتفاعوضلعهارا 30 و 45 یا 60 و 45 کنیموسپسبااستفادهازنسبتهایمثلثاتیزوایای کهارتفاعنظیرآنضلعرارسم بهتراست

بهدستآوریم.
60تقسیم�شده�و�اندازۀ�اضلاع� ،با�رسم�ارتفاع��AHبه�دو�زاویۀ45و A� �=105 �در�شکل�مقابل�زاویۀ

برحسب�اندازۀ�ارتفاع��hبه�دست�آمده�است:      
CB

A

45

h 3h

h 2 h2

h

H

45

60

30

را آنضلع به مقابل زاویۀ رابطه،سینوس در هرضلع اندازۀ بهجای باشد،میتوان برقرار مثلث اضلاع اندازۀ بین رابطهایهمدرجه گر ا 
کردوبرعکس. جایگذاری

�نیز�برقرار�است. sin sin sin2 2 2A B C= + �را�داریم،�رابطۀ a b c2 2 2= + �در�مثلث�قائم�الزاویه�که�رابطۀ
�برقرار�است. sin sin sinCA B< + ،�بنابراین�در�همۀ�مثلث�ها�رابطۀ a b c< + �طبق�نامساوی�مثلثی�در�هر�مثلث

کسینوس ها را به سینوس  cos تمام  sin2 21α α= − کمک  رابطۀ کسینوس های زوایای مثلث داشته باشیم، ابتدا باید به  گر رابطه ای برحسب سینوس ها و   ا
کنیم. کنیم، سپس به جای سینوس هر زاویه، اندازۀ ضلع مقابلش را جایگذاری  تبدیل 

CB

A

O

R

RR

�C طول ضلع AB چقدر است؟ �== 60 , B� �== 75 ,BC == 2 Test در مثلث ABC با

3 )4  2 3 )3  2 2 )2  6 )1

A B C A� � � �� � � � �+ + = ⇒ = − − =180 180 60 75 45 1 ابتدااندازۀزاویۀAرابهدستمیآوریم:

a
A

c
C

c
c

sin sin sin sin
= ⇒ = ⇒ =

×
=2

45 60

2 3
2
2
2

6
 

رابهدستمیآوریم:  c AB= حالطبققضیۀسینوسها،ضلع
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محاسبۀشعاعدایرۀمحیطیدرهمۀحالات

برایمحاسبۀشعاعدایرۀمحیطیدرهرمثلث،دوروشعمدهوجوددارد:
گراندازۀیکضلعوزاویۀروبهروبهآنمعلومباشد،باتوجهبهقضیۀسینوسهاازرابطۀزیراستفادهمیکنیم: ا 1

R
a
A

=
2sinCB

A

O

R

RR

00:03 AM 100%IR-MCI   LTE

P
yt

h
a

g
o

rs
a

 

 5
7
0

-4
9
5
 b

c 0
1

2

3

4

5

6

7

8

9
10

R se il na ot
0

0
0

1

1
1

2

2

3

4

2

3

3
44

5

5
6

7 8 9
10

11
12

HC 3   APTER
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

P
yt

h
a
g
o
rs

a
 



0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

G
eo
me
try

ها
س

ینو
کس

یۀ
ض

ق
ث

مثل
در

ی
طول

ط
واب

|ر


هم
زد

3یا
ل

ص
ف

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

290

گراندازۀاضلاعمعلومباشد،ابتدامساحتمثلثرابهدستمیآوریموسپسازرابطۀزیراستفادهمیکنیم: ا 2

R
abc
S

=
4

23 ارتفاع است.  در مثلث قائم الزاویه، شعاع دایرۀ محیطی نصف وتر است و در مثلث متساوی الاضلاع، شعاع دایرۀ محیطی به اندازۀ

شعاعهایدایرههایمحاطیداخلیوخارجیباشند،رابطۀزیربرقراراست: r r r
a b c
, , , rشعاعدایرۀمحیطیوRگر درمثلثABCا

r r r r R
a b c

+ + = +4

کمکرابطۀزیرمیتوانچهارمینشعاعرابهدستآورد: گرشعاعسهدایرهاز4دایرۀمحاطیداخلیوخارجیمعلومباشد،به  ا

1 1 1 1

r r r r
a b c

= + +

کرد.  بنابراین با داشتن سه شعاع از دایره های محاطی، در دو مرحله می توان شعاع دایرۀ محیطی را محاسبه 

کدام است؟ 5 شعاع دایرۀ محیطی  5 8, , Test در مثلثی با اضلاع

25
6 )4  3 )3  258 )2  4 )1

4 درمثلثمتساویالساقینABC،ابتداارتفاعرارسممیکنیمو

    بهکمکرابطۀفیثاغورساندازۀارتفاعرابهدستمیآوریم:
AH AB BH= − = − =2 2 2 25 4 3

S
AH BC

ABC
= × = × =2

3 8
2 12 بامعلومبودناندازۀارتفاع،مساحتمثلثقابلمحاسبهاست:

R
abc
S

= = × ×
× =4

5 5 8
4 12

25
6 حالبادردستداشتنمساحتمثلث،میتوانیماندازۀشعاعدایرۀمحیطیرابهدستآوریم:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
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نتایجآن کسینوسهاو قضیۀ

در آنها مربعاتدوضلعدیگرمنهایدوبرابرحاصلضرب بامجموع برابراست اندازۀهرضلع مربع کسینوسها درهرمثلثطبققضیۀ
کسینوسزاویۀبینآنها.]به کمک قضیۀ کسینوس هامی توان با معلوم بودن دو ضلع و زاویۀ بین آن ها، طول ضلع سوم را به دست آورد[

    
a b c bc A2 2 2

2= + − .cos  
CB

A

a

bc     

کسینوسها،بهصورتزیربهدستمیآید: کسینوسهرزاویۀمثلثباتوجهبهقضیۀ گراندازۀسهضلعازمثلثیمعلومباشد، ا

cosA
b c a

bc
= + −2 2 2

2

�5متناسب�اند.�کسینوس�زاویۀ�متوسط�در�این�مثلث�کدام�است؟ 7 8, , ��اضلاع�مثلثی�با�اعداد

cos
( ) ( ) ( )

( )( )
α = + −

× = + −
× × = + −

×
5 8 7
2 5 8

5 8 7
2 5 8

25 64 49
2 5

2 2 2 2 2 2k k k

k k ×× = × × =8
40
2 5 8

1
2

       می دانیم زاویۀ متوسط، روبه روی ضلع متوسط است : 

بتوانیم تا میکنیم مقایسه کسینوسها قضیۀ با را دادهشده رابطۀ باشد، برقرار مثلث از مربعاتسهضلع بین رابطه یک که مسائلی در 
کسینوسیکیاززوایایمثلثرابیابیم.

کتابیازدهمقضیۀکسینوسهادرسدوم Lesson . 2 صفحه46تا69
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برقرار باشد، زاویۀ B چقدر است؟ b a c ac2 2 2
2= + + گر در مثلثی رابطۀ    ا

b برقرار است، بنابراین : a c ac B2 2 2
2= + − .cos     می دانیم درهر مثلث رابطۀ

a c ac a c ac B2 2 2 2
2 2+ + = + − .cos cosB

ac
ac

B= − = − ⇒ =2
2

2
2 135� �

تشخیص نوع زاویه ها در مثلث

a b c A2 2 2 90< + ⇔ <� �a b c A2 2 2 90= + ⇔ =� �a b c A2 2 2 90> + ⇔ >� �

کنیم و نیازی  گر در مثلثی به دنبال یافتن زاویۀ منفرجه هستیم، فقط باید مربع بزرگ ترین ضلع را با مجموع مربعات دو ضلع دیگر مقایسه   بدیهی است ا
 دو زاویۀ 

ً
گر بزرگ ترین زاویۀ یک مثلث منفرجه نباشد ]یعنی حاده یا قائمه باشد[ قطعا کنیم؛زیرا ا کوچک بررسی  نیست رابطه های بالا را برای اضلاع متوسط و 

دیگر نیز حاده هستند.

کوچک ترین زاویۀ مثلث چقدر است؟ 5 اندازۀ  , 3 , 2 2 Test در مثلث ABC با اضلاع

 45 )2   30 )1

cos ( )−1 3
5 )4   cos ( )−1 2

3 )3

کوچکترینضلعمثلثاست،پس a = 5 کوچکترینضلعاستودربیناعداددادهشده کوچکترینزاویۀمثلث،روبهروبه میدانیم 2
داریم:
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رابطهطولمیانه

 AMباشد،رابطۀزیربیناندازۀاضلاعمثلثواندازۀمیانۀABCازمثلثBCوسطضلعMگرنقطۀ ا
برقراراست:]به این رابطه، قضیۀ میانه ها می گویند.[
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2

2

2 2m
a

b c
a
+ = +

  

 در هر مثلث، میانۀ بزرگ تر به وسط ضلع کوچکتر وصل شده است، یعنی هرچه ضلع بزرگتر باشد، میانۀ نظیر آن کوچکتر است و برعکس.
گریکیازمیانههایمثلثرابهاندازۀخودشامتداددادهوبهدورأسمجاوروصلکنیم،یکمتوازیالاضلاعبهدستمیآیدورابطۀطولمیانه ا
تبدیلمیشود،باسادهکردناینرابطهبهرابطۀزیرمیرسیمکهنشانمیدهددرهرمتوازیالاضلاع 2

2 2

2

2

2 2( )
BD AC

AB BC+ = + بهرابطۀ
مجموعمربعاتقطرهابامجموعمربعاتهمۀاضلاعبرابراست:

                                   
AC BD AB BC2 2 2 2

2+ = +( )
 

mنمایش m m
a b c
, , با را ABC گرمیانههایمثلث ا برابراست،یعنی مجموعمربعاتاضلاع 34 با درهرمثلثمجموعمربعاتمیانهها

دهیم،خواهیمداشت:
m m m a b c
a b c
2 2 2 2 2 23

4+ + = + +( )

که�a �وتر�آن�است،�داریم: a b c, , �در�مثلث�قائم�الزاویه�ای�به�اضلاع

m m m a b c m m m a a
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