
۱

ی رهمانرگونهرکهرد رس�الرهایرگذشتهرآموختهر:ید،رموضوعر:تمالربر سیرآزمایشرهایرتصادفیر:ست.ر	:یروآدا
آزمایشررتصادفی،رآزمایش�یر:س�ترکهرنتیجهرآنرقبهر:زروقوعرمش�خصرنباش�درولیرهمهرالترهایر
ممکنرنتیجهرآنرمعلومرباشد.رمثلًارکشیدنرقرعهر:زربینرکا ترهاییرکهرنامرچندرنفرر ویرآنرهارنوشتهر
شدلر:ست،رنمونهر:یر:زریکرآزمایشرتصادفیر:ست،رزیر:رقبهر:زر:نجامرآزمایشرنمیرتو:نرگفترکهرقرعهر
بهرنامرچهرکس�یرد میرآید،رول�یربهرهررالرقرعهربهرنامریکیر:زر:فر:دیرکهر:س�مرآنرهار ویرکا ترهار
نوش�تهرش�دلرد رمیرآید.رد ریکرآزمای�شرتصادفی،رمجموع�هرهمهرنتایجرممک�نرآزمایشر :رتضای 
نمون��ه ایر:ی�نرآزمایشرمیرنامیم.رفضایرنمونهر:یر :رباررفرSرنش�انرمیردهی�مروربهرهررعضورآنریکر
Sر:س�ترورهریکر { , , , , , }= ۱ ۲ ۳ 4 ۵ 6 برآمدرمیرگوییم.رمثلًارفضایرنمونهر:یرآزمایشرپرتابریکرتاس

:زر:عد:در۱رتار6ربرآمدیر:زر:ینرآزمایشرهس�تند.رتوجهرکنیدرد رهرربا ر:نجامرآزمایشرتصادفیردقیقاًر
یکیر:زربرآمدهار خرمیردهد.رمثلًارد رهررپرتابرتاسردقیقاًریکیر:زر:عد:در۱رتار6رظاهررمیرش�ود.ربهرهرر
زیرمجموع�هر:زرفض�ایرنمونهر:یریک  یش��امد تاادتیریاربهر:ختص�ا ریکر یش��امدرمیرگوییم.۱رمثلًار
}ریکرپیش�امدر:س�ت.ر:گرر , , }۲ ۳ 6 }رو , }۱ ۵ ،{ }۱ د آزمای�شرپرتابرتاسرهرریکر:زرمجموعهرهایر

نتیجهرآزمایشرتصادفیرعضویر:زرپیش�امدرAرباش�د،رمیرگوییمرAررخ داده است.رمثلًار:گررد رپرتابر
}ر خرد:دلر , , }۱ 4 ۵ }رو , }۲ 4 ،{ }4 ت�اسرعددر4رظاهررش�ود،رد ر:ینرصو ترهرریکر:زرپیش�امدهای

}ر خرند:دلر:ست. , , , }۱ ۲ ۵ 6 }رو , , }۱ ۳ 6 ،{ , }۲ ۵ :ست،رولیرهیچرریکر:زرپیشامدهای

آزمایش پرتاب سه سکه را درنظر بگیرید. چنان چه ظاهر شدن رو و پشت را به ترتیب مثال: 
با H  و T  نشان دهیم، فضای نمونه ای این آزمایش به صورت زیر می شود:

 S HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT{ , , , , , , , }=

مثلًا برآمد THT به معنای ظاهر ش��دن پشت در سکه های اول و سوم و ظاهر شدن رو 
A پیشامد ظاهر شدن دقیقاً دو  HHT HTH THH{ , , }= در سکه دوم است. مجموعه
B پیش��امد آن است که سکه دوم  HHH HHT THH THT{ , , , }= »رو« و مجموعه
»رو« بیاید. اگر آزمایش انجام ش��ود و س��که  های اول، دوم و سوم به ترتیب رو، پشت و 

رو بیایند، در این صورت A رخ داده ولی B رخ نداده است.

آرش و بهروز یک مرتبه س��نگ � کاغذ � قیچی بازی می کنند. چنان چه سنگ، کاغذ و مثال: 
قیچی را به ترتیب با k ،s و g نش��ان دهیم، فضای نمونه ای به صورت زیر درمی آید که 

در آن آن چه را که آرش آورده ابتدا نوشته ایم:
 S ss sk sg ks kk kg gs gk gg{ , , , , , , , , }=

مثلًاً sk به معنای این اس��ت که آرش سنگ و بهروز کاغذ آورده است. می دانیم در این 
 A sg gk ks{ , , }= بازی سنگ بر قیچی، قیچی بر کاغذ و کاغذ بر سنگ پیروز است، پس 

B پیشامد تساوی دو نفر است. ss kk gg{ , , }= پیشامد برد آرش و

۱- در حالتی که فضای نمونه ای S نامتناهی باشد، زیرمجموعه های پیچیده ای از آن وجود دارند که پیشامد محسوب 
نمی شوند. در این کتاب هیچ گاه با چنین زیرمجموعه هایی برخورد نخواهیم کرد.

فصل دوم: احتمال

درس اول: مبانی احتمال
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s گرفتیم. در  k g s k g{ , , } { , , }× همان گون��ه ک��ه در مثال قبل دیدید، فضای نمون��ه ای را برابر
حالت کلی اگر آزمایشی متشکل از دو آزمایش با فضاهای نمونه ای S۱ و S۲ باشد، فضای نمونه ای 

S می گیریم. S×۱ ۲ این آزمایش را برابر 

آزمایش  رتاب دو تاس را در نظر بگیرید. تضای نمونه ای و  یش��امد این را که مجموع اعداد روش��ده 
برابر ۸ باشد مشخص کنید.

فضای نمونه ای این آزمایش عبارت است از :لرهار
 S { , , , , , } { , , , , , }= ×۱ ۲ ۳ 4 ۵ 6 ۱ ۲ ۳ 4 ۵ 6

و پیشامد ۸ بودن مجموع اعداد رو شده برابر است با
 A {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}= ۲ 6 ۳ ۵ 4 4 ۵ ۳ 6 ۲

آزمایش��ی در دو مرحله انجام می ش��ود. ابتدا یک تاس  رتاب می کنیم. اگر عدد رو شده زوج باشد، 
ی��ک س��که  رتاب می کنیم و اگر عدد رو ش��ده ترد باش��د، تاس را مجدداً  رت��اب می کنیم. تضای 

نمونه ای این آزمایش چند عضو دارد؟
۲4 )4  ۳۰ )3  ۳6 )2  4۸ )1

اگر رو و پشت را به ترتیب با H و T نشان دهیم، فضای نمونه ای این آزمایش برابر است با اسس: 
 S H T{ , , } { , } { , , } { , , , , , }= × ×۲ 4 6 ۱ ۳ ۵ ۱ ۲ ۳ 4 ۵ 6

بنابراین تعداد اعضای S برابر است با
 × + × = + =۳ ۲ ۳ 6 6 ۱۸ ۲4

، آن گاه رخ دادن A رخ  A B⊂ فرض کنید A و B دو پیشامد از فضای نمونه ای S باشند. اگر
دادن B را نتیجه می دهد، یعنی اگر نتیجه آزمایش عضو A  باشد، عضو B نیز هست.

، وقتی رخ می دهد که هر دو پیشامد A و B رخ دهند. A B ، یعنی B اشتراک دو پیشامد A و 
 B و A وقتی رخ می دهد که حداقل یکی از دو پیش��امد ، A B ، یعنی B اجتماع دو پیش��امد A و 

رخ دهد.
، وقتی رخ می دهد که A رخ دهد ولی B  رخ ندهد، یعنی  A B− ، یعنی B تفاضل دو پیشامد A و 

نتیجه آزمایش عضو A باشد ولی عضو B  نباشد.
، وقتی رخ می دهد که A رخ ندهد. A′ ، یعنی A متمم پیشامد

، A و B را دو  A B=∅ همچنین اگر پیش��امدهای A و B برآمد مش��ترکی نداشته باشند، یعنی
پیش��امد ناس��ازگار می نامیم. درواقع دو پیشامد ناس��ازگار هیچ گاه با هم رخ نمی دهند، یعنی نتیجه 
، پیشامدهای  A آزمایش نمی تواند عضو هر دو پیشامد باشد. توجه کنید که برای هر پیشامد مانند 

′A ناسازگارند. A و

در آزمای��ش پرتاب یک تاس، فرض کنید A پیش��امد ظاهر ش��دن یک عدد اول و B مثال: 
پیشامد ظاهر شدن عددی بزرگ تر از 4 باشد. در این صورت

 A B{ , , }, { , }= =۲ ۳ ۵ ۵ 6

در نتیجه
 A B A B A B A     { , , , }, { }, { , }, { , , }′= = − = =۲ ۳ ۵ 6 ۵ ۲ ۳ ۱ 4 6 

در آزمایش پرتاب دو تاس، فرض کنید A پیش��امد رو شدن دو عدد با مجموع ۸ و B مثال: 
پیشامد ظاهر شدن حداقل یک عدد 6 باشد. در این صورت

 A B A B{( , ), ( , )}, {( , ), ( , ), ( , )}= − =۲ 6 6 ۲ ۳ ۵ 4 4 ۵ ۳

1 
مسئله

 1تست
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} انتخاب می کنیم. ترض کنید A  یش��امد ترد بودن  , , , }۱ ۲ ۱۰ دو ع��دد به تا��ادف از مجموعه

مجموع این دو عدد، B  یشامد انتخاب عدد ۳ و C  یشامد ۱۰ بودن مجموع این دو عدد باشد. کدام 
گزینه درست است؟

1( اگر B رخ دهد، آن گاه A نیز رخ می دهد.
2( اگر B  رخ دهد و C رخ ندهد، آن گاه A رخ می دهد.

3( اگر C  رخ دهد، آن گاه A رخ نمی دهد.
4( اگر دست کم یکی از A و B رخ دهد، آن گاه C رخ نمی دهد.

گزینه ها را یکی یکی بررسی می کنیم. اسس: 
گزینه )۱( درست نیست، زیرا اگر اعداد ۳ و ۵ انتخاب شوند، B رخ می دهد ولی A رخ نمی دهد.

گزینه )۲( نیز درس��ت نیس��ت، زیرا اگر اعداد ۳ و ۵ انتخاب شوند، B رخ می دهد، C رخ نمی دهد 
و A نیز رخ نمی دهد.

گزینه )۳( درس��ت است زیرا اگر C  رخ دهد، آن گاه مجموع دو عدد انتخاب شده برابر ۱۰ است، 
پس این مجموع عددی فرد نیست، یعنی A رخ نداده است.

گزینه )4( درس��ت نیس��ت، زیرا اگر اعداد انتخاب شده ۳ و ۷ باشند، آن گاه دست کم یکی از A و 
B )درواقع B( رخ داده است و در ضمن C نیز رخ داده است.

  B ،یش��امد آن باش��د که در  رتاب سوم 6 ظاهر شود  A تاس��ی را  ی در ی  رتاب می کنیم. ترض کنید
 یش��امد آن باش��د که تا  رتاب  نجم حداقل دو بار 6 ظاهر شود و C  یشامد آن باشد که تا  رتاب هفتم 
B ناسازگارند؟ C{ , } A و C{ , } ، A B{ , حداکثر یک بار 6 ظاهر شود. چند تا از جفت  یشامدهای{

۳ )4  ۲ )3  ۱ )2 1( صفر 

از تعریف B ،A و C مش��خص اس��ت که A و B می توانند با هم رخ دهند، همچنین A و C   اسس: 
نیز می توانند با هم رخ دهند ولی B و C نمی توانند با هم رخ دهند، بنابراین فقط B و C ناسازگارند 

و پاسخ برابر ۱ است.

اصول احتمال

برای توصیف یک آزمایش تصادفی، علاوه بر شناخت فضای نمونه ای لازم است بدانیم که شانس 
P از بازه  A( وقوع هر پیش��امد از آن چقدر اس��ت. بنابراین به هر پیش��امد مانند A عدد حقیقی(
، تابع احتمال گفته می شود،  P ] را به عنوان شانس یا احتمال رخ دادن A نسبت می دهیم. به  , ]۰ ۱

به شرطی که در دو اصل زیر صدق کند:
 P S( )=۱ )۱

. P A B P A P B( ) ( ) ( )= +  ،B و A ۲( برای هر دو پیشامد ناسازگار مانند
اگر P یک تابع احتمال باشد، فضای نمونه ای S به همراه P یک تضای احتمال نامیده می شود.

از جمله مهم ترین فضاهای احتمال، که در گذش��ته با آن آشنا شده اید، فضاهای هم شانس هستند. 

، در این  n AP A
n S
( )

( )
( )

=  ، A در واقع اگر فضای نمونه  ای S متناهی باشد و برای هر پیشامد مانند 

صورت P یک تابع احتمال است، زیرا
n SP S
n S
( )

( )
( )

= =۱ )۱

، در نتیجه A B=∅ ۲( اگر A و B دو پیشامد ناسازگار باشند، آن گاه

 
n A B n A n B n A B n A n B nP A B

n S n S n S n S n S

P A P B P A P B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

+ − ∅
= = = + −

= + − = +۰

 



 2تست

 3تست
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علت این که این گونه فضاهای احتمال فضاهای هم شانس نامیده می شوند، این است که شانس وقوع 
، آن گاه به ازای  nS s s s{ , , , }= ۱ ۲  پیشامدهای تک عضوی همگی با هم برابرند. در واقع اگر

، i n≤ ≤۱ هر

 i
i

n s
P s

n S n
({ })

({ })
( )

= = ۱

 است. در درس بعدی با فضاهای احتمالی آشنا 
n
۱ یعنی احتمال وقوع هر پیشامد تک عضوی برابر

می شویم که هم شانس نیستند.

 ویژگی های تابع احتمال

اگر P یک تابع احتمال باشد، آن گاه
 . P A P A( ) ( )′ = −۱  ،A 1( برای هر  یشامد مانند

 P( )∅ =۰)2

 . P A B P A P A B( ) ( ) ( )− = −  ،B و A 3( برای هر دو  یشامد مانند

 . P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )= + −  ،B و A 4( برای هر دو  یشامد مانند

 ، C 5( برای هر سه  یشامد دوبه دو ناسازگار مانند B ،A و 

 P A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )= + + 

، nA A و A, ,۲ ۱ و به طور کلی برای هر n  یشامد دوبه دو ناسازگار مانند

 n nP A A A P A P A P A( ... ) ( ) ( ) ( )= + + +۱ ۲ ۱ ۲   

اثبات: 
 ، A A S′ = ′A ناسازگارند و در ضمن ۱( دو پیش��امد A و

پس طبق اصل های اول و دوم احتمال،
 P S P A A P A P A( ) ( ) ( ) ( )′ ′= = = +۱ 

در نتیجه
 P A P A( ) ( )′ = −۱

∅ متمم فضای نمونه ای S است، پس طبق قسمت قبل، ۲( چون
 P P S( ) ( )∅ = − = − =۱ ۱ ۱ ۰

A ناس��ازگارند و اجتماع آن ها  B A و B− ۳( دو پیش��امد
برابر A است، پس طبق اصل دوم احتمال،

 P A P A B A B P A B P A B( ) (( ) ( )) ( ) ( )= − = − +  

در نتیجه
 P A B P A P A B( ) ( ) ( )− = − 

A و B ناس��ازگارند و اجتم��اع آن ها برابر B− 4( دو پیش��امد
A است، پس طبق اصل دوم احتمال و همچنین قسمت قبل، B

 

P A B P A B B P A B P B

P A P A B P B

P A P B P A B

( ) (( ) ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( )

= − = − +

= − +

= + −

 





قضیه
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B ناسازگارند،  C ، یعنی A و A B C( )=∅  ، پس A C=∅ A و B=∅ ۵( چون
در نتیجه طبق اصل دوم احتمال،

 P A B C P A B C P A P B C( ) ( ( )) ( ) ( )= = +    

. در نتیجه P B C P B P C( ) ( ) ( )= + و چون B و C ناسازگارند، پس 
 P A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )= + + 

با تکرار این استدلال می توانیم حکم را برای هر تعداد پیشامد دوبه دو ناسازگار نتیجه بگیریم.

۵ است. احتمال 
۲

در عمل  یوند کلیه روی یک بیمار خاص نسبت احتمال موتقیت به عدم موتقیت برابر

این که عمل روی این بیمار موتقیت آمیز باشد چقدر است؟

ف��رض کنید A  پیش��امد موفقیت آمیز ب��ودن عمل روی بیمار مورد نظر باش��د. در این  :لرهار

، در نتیجه P A
P A
( )

( )
=

′
۵
۲

صورت طبق فرض 

 P A P A P A P A P A
P A
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
−

۵ ۵۲ ۵ ۵ ۷ ۵
۱ ۲ ۷

احتمال این که در 4 بار  رتاب یک تاس دست کم یک بار عدد 6 ظاهر شود چقدر است؟

فضای نمونه  ای در این مس��ئله برابر مجموعه هم��ه چهارتایی های مرتب از اعداد ۱ تا 6  :لرهار
. فرض کنید A پیشامد ظاهر شدن دس��ت کم یک بار عدد 6 باشد. در این  n S( )= 46 اس��ت، پس
n )زیرا برای هر پرتاب ۵  A( )′ = 4۵ ′A پیش��امد این اس��ت که عدد 6 ظاهر نش��ود، پس صورت

انتخاب وجود دارد(. در نتیجه

 

n AP A
n S

P A P A

( )
( )

( )

( ) ( )

′
′ = =

′= − = −

4

4

4

4

۵
6

۵۱ ۱
6

از جعبه ای حاوی ۵ مهره سفید و ۷ مهره سیاه، سه مهره خارج می کنیم. احتمال این که در بین مهره های 
خارج شده، مهره سفید وجود داشته باشد چقدر است؟

فضای نمونه ای برابر مجموعه تمام راه های انتخاب ۳ مهره از ۱۲ مهره داخل جعبه است، پس :لرهار

 n S ! !( )
! ! ! !

  × × × × ×= = = = = × × =   × × × 

۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۱ ۱۰ ۹ ۱۲ ۱۱ ۱۰ ۲ ۱۱ ۱۰ ۲۲۰۳ ۳ ۹ ۳ ۹ ۳ ۲ ۱

فرض کنید A پیشامد آن باشد که حداقل یکی از مهره های خارج شده سفید باشد. در این صورت
′A پیشامد آن است که هر سه مهره خارج شده سیاه باشند، در نتیجه

 n A !( )
! ! !

  × ×′ = = = =  
 

۷ ۷ ۷ 6 ۵ ۳۵۳ ۳ 4 ۳

بنابراین

 

n AP A
n S

P A P A

( )
( )

( )

( ) ( )

′
′ = = =

′= − = − =

۳۵ ۷
۲۲۰ 44

۷ ۳۷۱ ۱
44 44

2 
مسئله

3 
مسئله

4 
مسئله
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} انتخاب ش��ده است. احتمال این که این عدد دست کم بر  , , , }۱ ۲ 6۰ عددی به تاادف از مجموعه
یکی از اعداد ۲، ۳ و ۵ بخش  ذیر نباشد چقدر است؟

S اس��ت. فرض کنید A پیش��امد آن باشد که عدد  :لرهار { , , , }= ۱ ۲ 6۰ فضای نمونه ای

′A پیشامد آن است  انتخاب ش��ده دست کم بر یکی از ۲، ۳ و ۵ بخش پذیر نباشد. در این صورت
که عدد انتخابی بر هر س��ه عدد ۲، ۳ و ۵ بخش پذیر باش��د، یعنی این عدد بر ۳۰ بخش پذیر باشد. 

} فقط دو عدد بخش پذیر بر ۳۰ وجود دارد، پس , , ... , }۱ ۲ 6۰ چون در مجموعه

 

n AP A
n S

P A P A

( )
( )

( )

( ) ( )

′
′ = = =

′= − = − =

۲ ۱
6۰ ۳۰

۱ ۲۹۱ ۱
۳۰ ۳۰

عددی س��ه رقمی به تاادف انتخاب ش��ده اس��ت. احتمال این که این عدد رقم تکراری داشته باشد 
چقدر است؟

۰/۲۸ )4  ۰/۲۵ )3  ۰/۲۱ )2  ۰/۱۸ )1

.  اسس:  n S           ( )= × ×۹ ۱۰ ۱۰ فضای نمونه ای S برابر مجموعه اعداد س��ه رقمی است، بنابراین 
 A′ فرض کنید A پیشامد آن باشد که عدد انتخاب شده رقم تکراری داشته باشد. در این صورت

پیشامد آن است که ارقام عدد انتخابی همگی متمایز باشند. بنابراین
 n A           ( )′ = × ×۹ ۹ ۸  

در نتیجه

 
n AP A
n S

P A P A

( )
( ) /

( )

( ) ( ) / /

′ × ×′ = = =
× ×

′= − = − =

۹ ۹ ۸ ۰ ۷۲
۹ ۱۰ ۱۰

۱ ۱ ۰ ۷۲ ۰ ۲۸

} انتخاب شده است. احتمال این  که حاصل ضرب این سه  , , , }۱ ۲ ۱۱ سه عدد به تاادف از مجموعه 
عدد بر ۵ بخش  ذیر باشد چقدر است؟

}  :لرهار , , , }۱ ۲ ۱۱ فضای نمونه ای S برابر مجموعه همه زیرمجموعه های سه عضوی از مجموعه

. فرض کنید A پیشامد آن باشد که حاصل ضرب سه عدد انتخاب شده  n S( )
 

=  
 

۱۱
۳ است، پس

بر ۵ بخش  پذیر باش��د. در این صورت A پیش��امد آن است که در بین سه عدد انتخابی دست کم 
′A پیشامد آن اس��ت که در بین سه عدد انتخابی  یکی از ۵ یا ۱۰ وجود داش��ته باش��د. در نتیجه

. بنابراین n A( )
 

′ =   
 

۹
۳ هیچ یک از ۵ و ۱۰ وجود نداشته باشد، پس

 

n AP A
n S

P A P A

!
( ) ! !! !( )
( ) ! ! !

! !

( ) ( )

 
  ′ × × ′ = = = = = =

× × 
  
 

′= − = − =

۹
۹

۳ ۹ ۸ ۸ ۷ ۲۸۳ 6
۱۱ ۱۱ ۱۱ 6 ۱۱ ۱۰ ۵۵

۳ ۸۳

۲۸ ۲۷۱ ۱
۵۵ ۵۵
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} انتخاب ش��ده اس��ت. احتمال این که ای��ن عدد بر ۳  , , , }۱ ۲ ۱۰۰ ع��ددی به تا��ادف از مجموعه 
بخش  ذیر باشد ولی بر ۲ بخش  ذیر نباشد چقدر است؟

فرض کنید A پیش��امد بخش پذیر بودن عدد انتخاب ش��ده بر ۳ و B پیشامد بخش پذیر  :لرهار
P را بیابی��م. می دانیم A B( )− ب��ودن ع��دد انتخاب ش��ده ب��ر ۲ باش��د. در این ص��ورت بای��د
}، ۳۳ عدد بر ۳ بخش پذیرند، پس , , , }۱ ۲ ۱۰۰ . در مجموع��ه  P A B P A P A B( ) ( ) ( )− = − 

A پیشامد بخش پذیر بودن عدد انتخابی بر 6 است. چون در مجموعه  B . همچنین P A( )= ۳۳
۱۰۰

، در نتیجه پاس��خ مسئله برابر  P A B( )= ۱6
۱۰۰

 } ، ۱6 عدد بر 6 بخش پذیرند، پس , , , }۱ ۲ ۱۰۰

است با
 P A B P A P A B( ) ( ) ( ) / / /− = − = − =۰ ۳۳ ۰ ۱6 ۰ ۱۷

آمار نشان می دهد که در یکی از شهرهای بزرگ، ۲۵ درصد جرایم در طول روز و ۱۸ درصد جرائم درون 
شهر صورت می گیرد. اگر تنها ۱۰ درصد جرایم در حومه شهر و در طول روز اتفاق بیفتد، در این صورت

الف( چند درصد جرایم در شهر و در طول روز اتفاق می اتتد؟
ب( چند درصد جرایم در شهر و در طول شب اتفاق می اتتد؟

فرض کنید A پیش��امد وقوع جرم در روز و B پیش��امد وقوع جرم در شهر باشد. در این  :لرهار
 . P A B( ) /− =۰ P و ۱ B( ) /=۰ ۱۸  ، P A( ) /=۰ ۲۵ صورت طبق فرض 

P را بیابیم. می توان نوشت A B( ) الف( باید
 P A B P A P A B P A B P A P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / / /− = − ⇒ = − − = − =۰ ۲۵ ۰ ۱ ۰ ۱۵ 

P را بیابیم. می توان نوشت B A( )− ب( باید
 P B A P B P A B( ) ( ) ( ) / / /− = − = − =۰ ۱۸ ۰ ۱۵ ۰ ۰۳

6۰ درصد مردم بلژیک تحایل کرده اند و 4۰ درصد تحایل کرده های این کش��ور عینکی هس��تند. 
یکی از س��اکنان این کش��ور به تاادف انتخاب شده است. احتمال این که این شخص تحایل کرده 

باشد ولی عینکی نباشد چقدر است؟
۰/۷6 )4  ۰/۳6 )3  ۰/۲4 )2  ۰/۲ )1

فرض کنید A پیش��امد آن باش��د که فرد انتخاب شده تحصیل کرده و B پیشامد آن باشد  اسس: 
 P A( ) /=۰ 6 P را بیابیم. طبق فرض، A B( )− که فرد انتخاب شده عینکی باشد. در این صورت باید

، پس P A B( ) / /= ×۰ 4 ۰ 6 و
 P A B P A P A B( ) ( ) ( ) / / / / / /− = − = − × = − =۰ 6 ۰ 4 ۰ 6 ۰ 6 ۰ ۲4 ۰ ۳6

در ی��ک جم��ع ۳۰۰ نف��ره، ۱۵۰ نفر به دوچرخه س��واری، ۱۸۰ نفر به ش��نا و ۷۰ نفر ب��ه هر دو ورزش 
علاقه مندند. احتمال این که یک نفر از این جمع که به تاادف انتخاب شده حداقل به یکی از دو ورزش 

علاقه مند باشد چقدر است؟

فرض کنید A پیشامد این باشد که شخص انتخاب شده به دوچرخه سواری و B پیشامد این باشد  :لرهار
P را حساب کنیم. می توان نوشت A B( ) که این شخص به شنا علاقه مند باشد. در این صورت باید

 

n A n B n A BP A B P A P B P A B
n S n S n S
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= + − = + −

= + − = =۱۵۰ ۱۸۰ ۷۰ ۲6۰ ۱۳
۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۳۰۰ ۱۵



 

7 
مسئله

8 
مسئله

 5تست

9 
مسئله



71

در یک مدرسه 4۸ معلم تدریس می کنند که ۱۷ تا از آن ها معلم ریاضی هستند. ۳4 تا از معلمین که ۱۱ 
نفر آن ها معلم ریاضی هستند وسیله نقلیه دارند. یکی از معلمین این مدرسه به تاادف انتخاب شده است. 

احتمال این  که این شخص نه معلم ریاضی باشد و نه وسیله نقلیه داشته باشد چقدر است؟

 ۱
۱۲

 )4   ۱
6

 )3   ۳
۱6

 )2   ۱
4

 )1

فرض کنید A پیشامد این باشد که شخص انتخاب شده معلم ریاضی باشد و B پیشامد این  اسس: 
P را بیابیم.  A B( )′ ′

 باش��د که شخص انتخاب شده وسیله نقلیه داشته باشد. در این صورت باید
A است، پس B A متمم B′ ′

 چون

 P A B P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ = − = − − + = − − + = =۱۷ ۳4 ۱۱ ۸ ۱۱ ۱ ۱
4۸ 4۸ 4۸ 4۸ 6

  

از بین ۲۵۰ دانش��جوی دانش��کده تنی، ۲۷ نفر اهل گیلان، ۱۸ نفر اهل مازندران و ۱4 نفر اهل اس��تان 
گلستان هستند. احتمال این که یکی از دانشجویان این دانشکده که به تاادف انتخاب شده است اهل 

یکی از این سه استان شمالی کشور باشد، چقدر است؟

فرض کنید B ،A و C به ترتیب پیشامد این باشند که دانشجوی انتخاب شده اهل استان گیلان،  :لرهار
P را بیابیم. چون B ،A و C دو به دو ناسازگارند، پس A B C( )  مازندران و گلستان باشد. باید 

 P A B C P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )= + + = + + =۲۷ ۱۸ ۱4 ۵۹
۲۵۰ ۲۵۰ ۲۵۰ ۲۵۰

 

در دو جعبه به ترتیب ۳ و ۵ مهره س��فید، 4 و ۲ مهره قرمز و ۱ و ۵ مهره س��بز وجود دارد. از هر جعبه 
یک مهره به تاادف انتخاب می کنیم. احتمال این که دو مهره خارج شده همرنگ باشند چقدر است؟

 ۵
۱6

 )4   ۳
۸

 )3   ۷
۲4

 )2   ۱
۳

 )1

تعداد مهره های دو جعبه به ترتیب برابر است با اسس: 
 ,+ + = + + =۳ 4 ۱ ۸ ۵ ۲ ۵ ۱۲

 . n S( ۸× اس��ت، پس۹6=( بنابراین تعداد راه های انتخاب دو مهره از دو جعبه داده ش��ده برابر۱۲
فرض کنید A پیشامد سفید بودن دو مهره خارج شده، B پیشامد قرمز بودن دو مهره خارج شده و 
P را بیابیم. چون B ،A و C دوبه دو  A B C( )  C پیشامد سبز بودن دو مهره خارج شده باشد. باید

ناسازگارند، پس

 n A n B n CP A B C P A P B P C
n S n S n S
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

× × ×= + + = + + = + + = =۳ ۵ 4 ۲ ۱ ۵ ۲۸ ۷
۹6 ۹6 ۹6 ۹6 ۲4
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تمرین

یک آزمایش در دو مرحله انجام می شود. ابتدا یک تاس  رتاب می کنیم. اگر عددی بزرگ تر از 4 ظاهر شد، دو سکه و در غیر این صورت - 1
یک سکه  رتاب می کنیم.

الف( تضای نمونه ای این آزمایش را بنویسید.
ب( با نوشتن اعضا،  یشامد این را که تاس عددی ترد بیاید و حداقل یکی از سکه ها  شت بیاید مشخص کنید.

4 نفر با نام های c ،b ،a و d به تاادف در یک صف می ایستند.- 2
الف( تضای نمونه ای این آزمایش را توصیف کنید.

ب(  یشامد این را که در صف a جلوتر از b و c جلوتر از d باشد با نوشتن اعضا مشخص کنید.
پ(  یشامد این را که در صف a و b  مجاور باشند و همچنین c و d نیز مجاور باشند با نوشتن اعضا مشخص کنید.
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} را در نظر بگیرید.- 3 , , , , }۱ ۲ ۳ 4 ۵ آزمایش انتخاب دو عدد از مجموعه 

الف( تضای نمونه ای این آزمایش را بنویسید.
ب(  یشامد این را که مجموع دو عدد انتخاب شده بزرگ تر از 6 باشد با نوشتن اعضا مشخص کنید.

} انتخاب شده است. ترض کنید A  یشامد زوج بودن این عدد، B  یشامد اول بودن این - 4 , , , }۱ ۲ ۱۰ یک عدد به تاادف از مجموعه 

عدد و C این  یشامد باشد که عدد انتخاب شده بر ۳ بخش  ذیر باشد.
الف( مشخص کنید کدام جفت از  یشامدهای B ،A و C ناسازگارند و کدام جفت از  یشامدها سازگارند؟

A را با نوشتن اعضا مشخص کنید. C′
 C و A B A B, ,′ −  ب(  یشامدهای 

در آزمایش  رتاب دو تاس، ترض کنید A  یش��امد این باش��د که مجموع اعداد رو ش��ده حداقل ۹ باشد، B  یشامد رو شدن حداقل یک - 5
عدد ۲ و C  یشامد این باشد که تفاضل اعداد رو شده برابر 4 باشد.

الف( مشخص کنید کدام جفت از  یشامدهای B ،A و C ناسازگارند؟ 
C را با نوشتن اعضا مشخص کنید. B− ب(  یشامد 

، ثابت کنید- 6 A B⊂ اگر A و B دو  یشامد از یک تضای احتمال باشند و
 P B A P B P A( ) ( ) ( )− = − الف(

 P A P B( ) ( )≤ ب(

ترض کنید A و B دو  یشامد از یک تضای احتمال باشند. ثابت کنید- 7
 P A B P A P A B( ) ( ) ( )≤ ≤  الف(

 P A B P A P B( ) ( ) ( )− ≥ − ب(
 P A P B P B P A( ) ( ) ( ) ( )′ ′− = − پ(

 P A P A B P B P B A( ) ( ) ( ) ( )− − = − − ت(

 P A B P A P A B( ) ( ) ( )′ = − +۱  ث(

 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= − +  ج(

 P A B P A P B( ) ( ) ( )≤ + چ(

 P A B P A P B( ) ( ) ( )≥ + −۱ ح( 

ترض کنید A و B دو  یشامد از یک تضای احتمال باشند.- 8
P را بیابید. B A( )− ، مقدار P A B( ) /− =۰ ۳ P و A P B( ) ( ) /′+ =۱ الف( اگر۱

P را بیابید. A( ، مقدار( P B A( ) /− =۰ ۳ P و A B( ) /− =۰ ۱، P A P B( ) ( )′ ′=۲ ب( اگر

P را بیابید. A B( ) ، مقدار P A( ) /=۰ 4 P و A B( ) /′ =۰ ۷ پ( اگر

P را بیابید. A( ، مقدار( P A P B( ) ( )=۲ P و A B( ) /=۰ ۱ ، P A B( ) /=۰ ۸ ت( اگر

P را بیابید. A( ، مقدار( P A B P A B( ) ( ) /′+ =۱ 6  ث( اگر

P را بیابید. A( ، مقدار( P A B( ) /′ ′ =۰ ۲ P و A B( ) /′ =۰ 4 ج( اگر

P را بیابید. B A( )− ، مقدار P B( ) /=۰ ۵ P و A B( ) /′ ′ =۰ ۸ چ( اگر

یک سکه را ۵ بار  رتاب می  کنیم. احتمال این که سکه حداقل یک  بار  شت بیاید چقدر است؟- 9

در یک جمع ۵ نفره، احتمال این که حداقل دو نفر در یک روز از هفته متولد شده باشند چقدر است؟- 10

یک واگن ۱۰ کو ه دارد. 6 مساتر قطار، هر یک به تاادف وارد یکی از این ۱۰ کو ه می شوند.- 11
الف( احتمال این که حداقل دو نفر وارد یک کو ه شوند چقدر است؟

ب( احتمال این که در کو ه اول حداقل یک مساتر وارد شود چقدر است؟

عددی سه رقمی به تاادف انتخاب شده است.- 12
الف( احتمال این که این عدد شامل رقم 6 باشد چقدر است؟

ب( احتمال این که این عدد رقمی بزرگ تر از 6 داشته باشد چقدر است؟
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در یک جعبه ۵ جفت کفش وجود دارد. چهار لنگه کفش به تاادف از جعبه انتخاب می کنیم. احتمال این که حداقل یک جفت کفش در - 13
بین این 4 لنگه کفش وجود داشته باشد چقدر است؟

، B و C به ترتیب ۵، ۲ و 4 مهره سفید و ۳، ۷ و ۵ مهره سیاه دارند. از هر جعبه یک مهره به تاادف انتخاب می کنیم. احتمال - 14 A جعبه های 
این که حداقل یکی از این مهره ها سفید باشد چقدر است؟

} انتخاب شده است. احتمال این که این عدد حداقل بر یکی از ۲ و ۳ بخش  ذیر نباشد چقدر است؟- 15 , , , }۱ ۲ ۵۰ عددی به تاادف از مجموعه 

دو تاس را  رتاب کرده ایم. احتمال این که مجموع اعداد رو شده کمتر از ۱۱ باشد چقدر است؟- 16

} انتخاب شده است. احتمال این که حاصل ضرب این سه عدد زوج باشد چقدر است؟- 17 , , , }۱ ۲ ۱۰ سه عدد به تاادف از مجموعه

در یک شهرک یک تروشگاه مواد غذایی تأسیس شده است. می دانیم ۷۰ درصد مشتریان تروشگاه از ساکنین شهرک، 6۰ درصد مشتریان - 18
تروشگاه زن و ۲۰ درصد مشتریان تروشگاه مرد و ساکن شهرک هستند. احتمال این که اولین مشتری که وارد این تروشگاه می شود،

الف( زن و ساکن شهرک باشد چقدر است؟
ب( زن باشد و خارج از شهرک سکونت داشته باشد چقدر است؟

یک سکه و یک تاس را  رتاب می کنیم. احتمال این که سکه رو بیاید ولی تاس 6 نیاید چقدر است؟- 19

}  انتخاب شده است.- 20 , , , }۱ ۲ ۹۰ عددی به تاادف از مجموعه
الف( احتمال این  که این عدد بر ۳ بخش  ذیر باشد ولی بر ۱۰ بخش  ذیر نباشد چقدر است؟

ب( احتمال این که این عدد بر ۳ یا ۵ بخش  ذیر باشد چقدر است؟
پ( احتمال این که این عدد بر هیچ یک از عددهای ۵ و 6 بخش  ذیر نباشد چقدر است؟



درس اول: 
مبانی احتمال

پرسش های چهارگزینه ای

وم
 د

صل
ف

در آزمایش  رتاب ۵ سکه، تضای نمونه ای چند عضو دارد؟- 1
۳۲ )4  ۱۰ )3  6 )2  ۵ )1

در آزمایش  رتاب یک تاس، تعداد  یشامدها برابر کدام است؟- 2
64 )4  ۳6 )3  ۱۲ )2  6 )1

در آزمایش  رتاب دو تاس، این  یشامد که عددی بزرگ تر از 4 ظاهر شود چند عضو دارد؟- 3
۲۲ )4  ۲۰ )3  ۱۲ )2  ۸ )1

آزمایشی در دو مرحله انجام می شود. ابتدا یک سکه را  رتاب می کنیم. اگر رو آمد، این سکه را 4 بار دیگر  رتاب می کنیم و اگر  شت - 4
آمد، یک تاس را دو بار  رتاب می کنیم. تضای نمونه ای این آزمایش چند عضو دارد؟

۱۰4 )4  6۸ )3  ۵۲ )2  ۲۲ )1
آزمایشی در دو مرحله انجام می شود. ابتدا یک سکه را  رتاب می کنیم. اگر رو آمد، این سکه را 4 بار دیگر  رتاب می کنیم و اگر  شت - 5

آمد، یک تاس را دو بار  رتاب می کنیم. این  یشامد که سکه حداقل یک بار  شت بیاید چند عضو دارد؟
6۷ )4  ۵۱ )3  ۳۲ )2  ۱6 )1

در آزمایش  رتاب دو تاس، این  یشامد که تفاضل اعداد رو شده کم تر از ۳ باشد چند عضو دارد؟- 6
۲4 )4  ۱۸ )3  ۱۰ )2  ۹ )1

سکه ای را  ی در ی  رتاب می کنیم. این  یشامد که سکه در هشتمین  رتاب برای سومین بار رو بیاید چند عضو دارد؟- 7
۵6 )4  ۳۵ )3  ۲۸ )2  ۲۱ )1

روی ۱۰ کارت عددهای ۱ تا ۱۰ نوشته شده است. سه تا از این کارت ها به تاادف انتخاب می شوند. ترض کنید A  یشامد ترد بودن مجموع - 8
اعداد سه کارت انتخابی،  B  یشامد انتخاب حداقل دو عدد ترد و C  یشامد انتخاب حداقل یک عدد زوج باشد. کدام دو  یشامد ناسازگارند؟

B و A C− )4  C و A B )3   B C− A )2 و  C و B )1
. کدام عبارت نشان - 9 k , ,=۱ ۲ ۳ kA  یشامد ظاهر شدن عدد 6 در  رتاب k امُ باشد، یک تاس را سه مرتبه  رتاب می کنیم. ترض کنید 

دهنده  یشامد ظاهر شدن 6 در حداکثر دو  رتاب از سه  رتاب است؟
 A A A( )−۱ ۲ ۳ )2    A A A′ ′ ′۱ ۲ ۳  )1

 A A A A A A( ) ( ) ( )۱ ۲ ۱ ۳ ۲ ۳     )4   A A A A A A( ) ( )−۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳    )3

با مفروضات سؤال قبل، کدام عبارت نشان دهنده  یشامد ظاهر شدن 6 در یک یا دو  رتاب است؟- 10
 A A A′ ′ ′۱ ۲ ۳  )2    A A A′ ′ ′۱ ۲ ۳  )1

 A A A A A A( ) ( ) ( )۱ ۲ ۱ ۳ ۲ ۳     )4   A A A A A A( ) ( )−۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳    )3

احتمال مشاهده حداقل یک  4 در  رتاب ۳ تاس چقدر است؟- 11

 ۲۵
۷۲

 )4   ۱
6

)3   ۱
۳6

)2   ۹۱
۲۱6

)1

یک سکه را دست کم چند بار  رتاب کنیم تا احتمال مشاهده حداقل یک »رو« بیش از ۹۵ درصد باشد؟- 12
6 )4  ۵ )3  4 )2  ۳ )1

P برابر کدام است؟- 13 A B P B( ) ( )′− −۱  حاصل
 P B A( )− )4   P A B( )− )3   P A( )′ )2   P A( ) )1
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P برابر کدام است؟- 14 A( ) . مقدار  P A B( ) /=۰ ۹ P و B A( ) /− =۰ ۳  ، P A B( ) /− =۰ ۲ ترض کنید
۰/۷ )4  ۰/6 )3  ۰/۵ )2  ۰/4 )1

P برابر کدام است؟- 15 A B( ) . مقدار P A B( ) /=۰ ۳ P و A P B( ) ( ) /′ ′+ =۱ ۵ ترض کنید
۰/4 )4  ۰/۳ )3  ۰/۲ )2  ۰/۱ )1

P برابر کدام است؟- 16 A( . مقدار( P A B( ) /′ =۰ ۷۵ P و A B( ) /=۰ ۲ ترض کنید
۰/۵۵ )4  ۰/4۵ )3  ۰/۳۵ )2  ۰/۲۵ )1

عددی سه رقمی به تاادف انتخاب شده است. احتمال این که این عدد بر ۵ بخش  ذیر باشد ولی بر ۱۰ بخش  ذیر نباشد چقدر است؟- 17

 ۱
۵

)4   ۲
۱۵

)3   ۱
۱۰

)2   ۱
۲۰

)1

عددی سه رقمی به تاادف انتخاب شده است. احتمال این که این عدد دست کم یک رقم ترد داشته باشد چقدر است؟- 18

 ۸
۹

)4   ۵
۹

)3   ۲
۳

)2   ۱
۲

)1

در یک جعبه ۵ مهره س��فید، ۳ مهره س��بز و ۲ مهره آبی وجود دارد. س��ه مهره از این جعبه به تاادف انتخاب می کنیم. احتمال این که - 19
دست کم دو تا از این سه مهره هم رنگ باشند چقدر است؟

 4
۵

)4   ۳
۵

)3   ۳
4

)2   ۲
۳

)1

دو تاس را  رتاب کرده ایم. احتمال این که مجموع اعداد رو شده برابر ۹ باشد یا حداقل یکی از دو تاس ۵ آمده باشد چقدر است؟- 20

 ۱۳
۳6

)4   ۵
۱۲

)3   ۷
۱۸

)2   4
۹

)1



راه حل تمرین ها

وم
 د

صل
ف

احتمال

الف( 1
S H T H T H T H

T H H H T T H T T

H H H T T H T T

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ),

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}

= ۱ ۱ ۲ ۲ ۳ ۳ 4

4 ۵ ۵ ۵ ۵

6 6 6 6
ب( 

A T T H T T T T{( , ), ( , ), ( , , ), ( , , H), ( , , )}= ۱ ۳ ۵ ۵ ۵

الف( 2
S abcd abdc acbd acdb adbc adcb

bacd badc bcad bcda bdac bdca

cabd cadb cbad cbda cdab cdba

dabc dacb dbca dbac dcab dcba

{ , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , }

=

ب(
A abcd acbd acdb cabd cadb cdab{ , , , , , }=

پ(
B abcd abdc bacd badc cdab cdba

dcab dcba

{ , , , , , ,

, }

=

الف( 3
S { , }, { , }, { , }, { , }, { , }, { , }, { , },

{ , }, { , }, { , }

{

}

= ۱ ۲ ۱ ۳ ۱ 4 ۱ ۵ ۲ ۳ ۲ 4 ۲ ۵

۳ 4 ۳ ۵ 4 ۵
ب(

A { , }, { , }, { , }, { , }{ }= ۲ ۵ ۳ 4 ۳ ۵ 4 ۵
الف( 4

A B C

A B B C A C

{ , , , , }, { , , , }, { , , }

{ }, { }, { }

= = =

= = =

۲ 4 6 ۸ ۱۰ ۲ ۳ ۵ ۷ ۳ 6 ۹

۲ ۳ 6  

برای این که دو پیشامد ناسازگار باشند باید اشتراک آن ها تهی 
باشد، پس هر جفت از این پیشامدها سازگارند.

ب(
A B

A B

C

A C

k{IM Ï»H IÄ Z»p

k{ILº Ï»H » k{IM Z»p

k{ILº 3 Joñ¶

k{IM 3 Joñ¶ » k{ILº Z»p

{ , , , , , , , }

{ , , , }

{ , , , , , , }

{ , }

= =

= − =

′= =

′= =

۲ ۳ 4 ۵ 6 ۷ ۸ ۱۰

4 6 ۸ ۱۰

۱ ۲ 4 ۵ ۷ ۸ ۱۰

۳ ۹





الف( 5
A

B

k{IM 9 ®¤Hke jkø »j Ì¼µ\¶

k{IM 2 Â§Ä ®¤Hke

k{IM 4 ½k{ »n jHkøH ®òIÿU

{( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

= =

= =

۳ 6 4 ۵ 4 6

۵ 4 ۵ ۵ ۵ 6 6 ۳ 6 4 6 ۵ 6 6

۲ ۱ ۲ ۲ ۲ ۳ ۲ 4 ۲ ۵

۲ 6 ۱ ۲ ۳ ۲ 4 ۲ ۵ ۲ 6 ۲

C

A B B C A C

{( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

, {( , ), ( , )},

= =

=∅ = =∅

۱ ۵ ۲ 6 ۵ ۱ 6 ۲

۲ 6 6 ۲  

A و B ناسازگارند، A و C ناسازگارند.
ب(

C B {( , ), ( , )}− = ۱ ۵ ۵ ۱

الف( 6

A B A

A B A B A

P B A P B P A B

P B A P B P A

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )=

⊂ ⇒ =

− = −

→ − = −





ب(

P B A

P B A P B P A P B P A P B A

P A P B
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
− ≥

− = − ⇒ = + −

→ ≤
۰

، طبق قسمت )ب(  7 A B A A B⊂ ⊂  الف( چون 
از مسئله قبل

 P A B P A P A B( ) ( ) ( )≤ ≤   
ب(

P A B P A P A B
P B P A B (þ²H ¢Lö)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− = −
 ≥





در نتیجه

 
P A B P B P A

P A B P A P B

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− + ≥

− ≥ −
 

پ(
P A P A
P B P B

P A P B P A P B

P B P A

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

′ = −
 ′ = −

′ ′− = − − −

= −

۱
۱

۱ ۱
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ت(
P A P A B P A B

P B P A B P B A

P A P A B P A B P B P B A

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− = −

− = −

− − = = − −







ث(
P A B P A P B P A B
P A P A
A B B A

P A B P A P B P B A

P A P B P B P A B

P A P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

 ′ ′ ′= + −
 ′ = −
 ′ = −

′ = − + − −

= − + − −

= − +

۱

۱

۱

۱

 









، در نتیجه A B A B( )′ ′ ′=  ج( چون 
P A B P A B

P A B P A P B P A B

P A P B P A B

( ) (( ) )

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( )

′ ′ ′=

= − = − + −

= − − +

۱ ۱

۱

 

 



، بنابراین P A P A( ) ( )′− =۱ از طرف دیگر 
 P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= − +   

چ(

P A B

P A B P A P B P A B

P A B P A P B
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
≥

= + −

→ ≤ +
۰

 



ح(

P A B

P A B P A P B P A B

P A B P A P B P A B

P A B P A P B
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
≤

= + −

= + −

→ ≥ + −
۱

۱


 

 



الف( 8
P A P B P A P B
P A P B
P A B P A P A B
P A P A B

P B P A B

P B A

( ) ( )

/ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) / ( )

/ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) / /

( ) /

−

′= + = + −
 − =
 = − = −
 − =

→ − = −

− =

۲ ۱

۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۱

۰ ۳
۰ ۳ ۲

۰ ۳ ۰ ۱

۰ ۲







ب(

 

P A P B P A P B

P A B P A P A B

P B A P B P A B

P A B P A P B

P B P A

( ) ( ) ( ) ( ( ))

/ ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) / ( ) /

( ) ( ) /

′ ′= ⇒ − = −

= − = −


= − = −

= − = −

= +

۲ ۱ ۲ ۱

۰ ۱

۰ ۳

۰ ۱ ۰ ۳

۰ ۲







 

P A P B

P A P A

P A P A P A

( ) ( ( ))

( ) ( ( ( ) / ))

( ) / ( ) ( ) /

− = −

− = − +

− = − ⇒ =

۱ ۲ ۱

۱ ۲ ۱ ۰ ۲

۱ ۱ 6 ۲ ۰ 6
پ(

A B B A

P A B P A P B P A B
P A P A P A

P B P A B

P B P B A

P A B

/ ( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) ( ) /

/ / ( ) ( )

( ) ( ) /

( ) /

′ = −

′ ′ ′= = + −
 ′ ′= = − ⇒ =

′= + −

→ − − =

=

۰ ۷
۰ 4 ۱ ۰ 6

۰ ۷ ۰ 6

۰ ۱
۰ ۱



 





ت(

P A P B

P A B P A P B P A B

P A P B P A P B

P A P A

P A P A

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) / ( ) ( ) /

( ) ( ) /

( ) / ( ) /

=

= + −

= + − ⇒ + =

→ + =

= ⇒ =

۲

۰ ۸ ۰ ۱ ۰ ۹
۱ ۰ ۹
۲

۳ ۰ ۹ ۰ 6
۲

 

ث(
P A B P A P B P A B
P A B P A P B P A B

P A B P A B

P A P B P B P A B P A B

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

= + −
 ′ ′ ′= + −

′+

′ ′= + + − +۲

 

 

 

 

چون 

 
P B P B
P A B P A B P A P A B

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

′+ =
 ′ = − = −

۱
 

 

بنابراین

 
P A B P A B P A P A

P A P A

( ) ( ) ( ) ( )

/ ( ) ( ) /

′+ = + −

= + ⇒ =

۲ ۱
۱ 6 ۱ ۰ 6

 

 

ج( 
 A A S A B B A B A B( ) ( ) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =       
A ناسازگار هستند، پس B′ ′

 A و  B′
 چون پیشامدهای 

P A P A B P A B

P A B P A B     

( ) ( ) ( )

( ) / , ( ) /

′ ′ ′ ′= +

′ ′ ′= =۰ 4 ۰ ۲

 

 

بنابراین
 P A P A P A( ) / ( ) / ( ) /′ = ⇒ − = ⇒ =۰ 6 ۱ ۰ 6 ۰ 4  

چ(
A B A B

P A B P A B P A B

P A B

P A B

P B A P B P A B

( )

/ ( ) (( ) ) ( )

/ ( )

( ) /

( ) ( ) ( ) / / /

′ ′ ′=

′ ′ ′= = = −

= −

=

− = − = − =

۰ ۸ ۱
۰ ۸ ۱

۰ ۲
۰ ۵ ۰ ۲ ۰ ۳
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9 
A

A

P A

P A P A

kÄIÃM SzQ nIM ¦Ä ®¤Hke

kÄIÃM »n nIM 5 oÀ

:

:

( )

( ) ( )

′

′ =

′= − = − =

۵

۵

۱
۲

۱ ۳۱۱ ۱
۳۲۲

10 
A

A

P A

P A

¾TŸÀ#pH 

¾TŸÀ#p

k¹{IM ½k¶A IÃºj ¾M p»n ¦Ä nj oÿº »j ®¤Hke

k¹{IM ½k¶IÃº IÃºj ¾M p»n ¦Ä nj Áoÿº »j _ ÃÀH

:

:

( )

( )

′

× × × ×′ =
× × × ×
× × × ×= − = −
× × × × 4

۷ 6 ۵ 4 ۳
۷ ۷ ۷ ۷ ۷

۷ 6 ۵ 4 ۳ ۳6۰۱ ۱
۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ۷

الف(  11
A

A

P A

P A

kº¼{ ¾Q¼¨ ¦Ä jnH» oÿº  ®¤Hke

kº¼zº ¾Q¼¨ ¦Ä jnH» Áoÿº »j _Ã

»j

À

:

:

( )

( )

′

× × × × ×′ =
× × × × ×

× × × × ×= − = −
× × × × × 4

۱۰ ۹ ۸ ۷ 6 ۵
۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰

۱۰ ۹ ۸ ۷ 6 ۵ ۱۵۱۲۱ ۱
۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰

ب(
B

B

P B

P B P B

j¼{ jnH» oÿº ¦Ä ®¤Hke Ï»H ¾Q¼¨ nj

j¼zº Ï»H ¾Q¼¨ jnH» u¨ï_ÃÀ

:

:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

′

× × × × ×′ = =
× × × × ×

′= − = −

6

6

۹ ۹ ۹ ۹ ۹ ۹ ۹
۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰

۹۱ ۱
۱۰

الف( 12
A

A

P A

P A P A

k{IM 6 ´¤n ®¶I{

k{ILº 6 ´¤n ®¶I{

:

:

( )

( ) ( ) /

′

× ×′ =
× ×

′= − = − =

۸ ۹ ۹
۹ ۱۰ ۱۰

۷۲۱ ۱ ۰ ۲۸
۱۰۰

ب(
B

B

P B

P B P B

k{IM 6 pH oUï©nqM Âµ¤n ®¶I{

k{ILº 6 pH oUï©nqM Âµ¤n ®¶I{

:

:

( )

( ) ( )

′

× ×′ =
× ×

′= − = − =

6 ۷ ۷
۹ ۱۰ ۱۰

4۹ ۱۰۱۱ ۱
۱۵۰ ۱۵۰

13 
A

A

P A

P A P A

k{IM IÀïyÿ¨ ¸ÃM yÿ¨ Sÿ] ¦Ä ®¤Hke

k{ILº Sÿ] Âzÿ¨  _ÃÀ»j

:

:

( )

( ) ( )

′

 
×   × ′ = =

 
  
 

′= − = − =

4
4

۵
۲4 ۵ ۲

۱۰ ۲۱۰
4

۸۰ ۱۳۱ ۱
۲۱۰ ۲۱

یادآوری: برای این که کفش ها جفت نباشند کافی است 4 جفت 
از پن��ج جفت را انتخاب کنیم و از هر جفت به دو حالت کفش 

پای راست یا چپ را انتخاب کنیم:

k¹{ILº Sÿ] yÿ¨ »j ¾¨ ÂU¯Ie jHk÷U

 
= ×  
 

4۵
۲4

14 
A A

P A

P A P A

k{IM kÃÿw ½o¿¶ ¦Ä ®¤Hke     k¹{IM ½IÃw ½o¿¶ ¾w oÀ: , :

( )

( ) ( )

′

× ×′ = =
× ×

′= − = − = =

۳ ۷ ۵ ۱۰۵
۸ ۹ ۹ 64۸

۱۰۵ ۵4۳ ۱۸۱۱ ۱
64۸ 64۸ ۲۱6

15 
A

A

A P A

P A P A

k{ILº oÄmQïyhM 3 » 2 pH Â§Ä oM ®¤Hke

k{IM oÄmQïyhM 3 oM ´À » 2 oM ´À k{IM oÄmQïyhM 6 oM

:

:

{ , , , , , , , } ( )

( ) ( )

′ =

′ ′= ⇒ =

′= − = − = =

۸6 ۱۲ ۱۸ ۲4 ۳۰ ۳6 4۲ 4۸
۵۰

۸ 4۲ ۲۱۱ ۱
۵۰ ۵۰ ۲۵

16 
A

A

A P A

P A P A

k{IM 11 pH  Ì¼µ\¶

k{IM 

oTµ¨

oTz11 Á»Iv¶ IÄ  Ì \¶Ã ¼µM

:

:

{( , ), ( , ), ( , )} ( )

( ) ( )

′

′ ′= ⇒ =

′= − = − = =

۳۵ 6 6 ۵ 6 6
۳6

۳ ۳۳ ۱۱۱ ۱
۳6 ۳6 ۱۲

17 
A

A

n AP A P A P A
n S

k{IM Z»p Joòï®ÅIe k{IM Z»p jHkøH pH Â§Ä ®¤Hke

k¹{IM joÎ jkø ¾w oÀ

 

:

:

( )
( ) , ( ) ( )

( )

=

′

 
  ′  ′ ′= = = = = − =
 
  
 

۵
۳ ۱۰ ۱ ۱۱۱
۱۰ ۱۲۰ ۱۲ ۱۲
۳
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18 
A

B

B

P A

P B

P A B

ÁoTz¶ ·j¼M ¥o¿{ ¸¨Iw

ÁoTz¶ ·j¼M ·p

ÁoTz¶ ·j¼M jo¶

:

:

:

( )

( )

( )

′

=

=

′ =

۷۰

6۰

۲۰

%

%

%

الف(
B A

A A S A B B

A B A B

k{IM ¥o¿{ ¸¨Iw » ·p ÁoTz¶

( )

( ) ( )

=

′= =

′=



  

  

 A B′ A و  B چون A برابر اجتماع دو پیش��امد ناسازگار 
است، پس

 

P A P B A P B A

P B A

P B A

( ) ( ) ( )

( )

( )

′= +

= +

= =

۷۰ ۲۰
۱۰۰ ۱۰۰

۵۰ ۱
۱۰۰ ۲

 





 

ب(
B A

P B P B A P B A

P B A

P B A

k{ILº ¥o¿{ ¸¨Iw » ½j¼M ·p ÁoTz¶

( ) ( ) ( )

( )

( )

′=

′= +

′= +

′ = =

6۰ ۵۰
۱۰۰ ۱۰۰

۱۰ ۱
۱۰۰ ۱۰



 





19 
A B

A B H H H H H

P A B

kÄIÃM »n ¾§w kÄIÃM y{ tIU: , :

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

( )

′ =

′ =

۱ ۲ ۳ 4 ۵

۵
۱۲





الف( 20
A

B

A P A

A B P A B

P A B P A P A B

k{IM oÄmQïyhM 3oM jkø

k{IM oÄmQïyhM 10oM jkø

30 Joñ¶

:

:

{ , , , , } ( )

{ , , } ( )

( ) ( ) ( )







= ⇒ = =

 = = ⇒ = =


′ = − = − = =

۳۰ ۱۳ 6 ۹ ۹۰
۹۰ ۳

۳ ۱۳۰ 6۰ ۹۰
۹۰ ۳۰

۱ ۱ ۹ ۳
۳ ۳۰ ۳۰ ۱۰



 

 

ب(
A

B

A B

P A B P A P B P A B

A P A

B P B

A B

k{IM oÄmQïyhM 3 oM

k{IM oÄmQïyhM 5 oM

k{IM oÄmQïyhM 5 IÄ 3 oM

k{IM oÄmQïyhM 5 » 3 oM k{IM oÄmQïyhM 15 oM

:

:

:

( ) ( ) ( ) ( )

{ , , , , } ( )

{ , , , , } ( )

{ ,







= + −

= ⇒ =

= ⇒ =

= =

=

۳۰۳ 6 ۹ ۹۰
۹۰
۱۸۵ ۱۰ ۱۵ ۹۰
۹۰

۱۵ ۳۰



 







P A B

P A B

, , , , }

( )

( )

=

= + − = =

4۵ 6۰ ۷۵ ۹۰

6
۹۰
۳۰ ۱۸ 6 4۲ ۷
۹۰ ۹۰ ۹۰ ۹۰ ۱۵





پ(
A

B

A B

A B A B P A B P A B

P A B

P A B P A P B P A B

A P A

B P B

A B

k{IM oÄmQïyhM 5 oM

k{IM oÄmQïyhM 6 oM

k{ILº oÄmQïyhM 6 » 5 o

J

M

 

:

:

( ) ( ) (( ) )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

{ , , , , , } ( )

{ , , , , } ( )






′ ′=
′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =

= −

= + −

= ⇒ =

= ⇒ =

=

۱

۱۸۵ ۱۰ ۱۵ ۹۰
۹۰

۱۵6 ۱۲ ۱۸ ۹۰
۹۰

۳۰



   



 






P A B

P A B

P A B

o…¶ { , , } ( )

( )

( )











= ⇒ =


= + − =

′ ′ = =

۳۳۰ 6۰ ۹۰
۹۰

۱۸ ۱۵ ۳ ۳۰
۹۰ ۹۰ ۹۰ ۹۰
6۰ ۲
۹۰ ۳
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P a P b P c
P a P a P a

P a P b P c

P b P a
P a P a

P c P a

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

 = = ⇒ + + =
+ + =

 = == ⇒ = ⇒
 = =

۳۲ ۱ ۲ ۱۲
۲ ۳۱

۱ ۳
۲ ۱۳۱۳ 6۱

6 ۱۳ ۲ 4
۳ ۱۳
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